
On Approximately Fair Allocations of Indivisible Goods

Richard Lipton � Evangelos Markakis
�

Elchanan Mossel
�

Amin Saberi
�

ABSTRACT�����	��

��������������������������� �"!$#%���&�'!$�%���)(*!$��#%+-,.!/�0���1��� #%+
��#�23#%�	4
#%������,��)�3���5���6!7�0���8��� �9�����-�%�:�;�����<!�+=!��%,��$��#%�����>#%(��9�?���0�9�*(�4
��#%2@��A B
!�#&�C��#%23#%�0#���+6�
!$�D�9�*��+6!>(*�*+)�0�E!��F�����-#%(5#%+7���-�5�*(���+-���>#%(
�%#&�����E!G��
����H!�+-�I�0�*2@���E!$�D(���+-(��*���������J�K!�#&��+-���0�7�
!L2@�7�9�*�*+M�0
�,�4
,��*�	���L�NA8OP�-�8(���#&������#%��+����
!$�CQP�5�K�)(*
��R��+�#%�J�*+32)��4S�;���*�*+-���0�*AJTU+
��
��>�>�3���*�"VW!H�>��+-������+-��
���#%�%#&�U�=�X
-+-(?��#���+Y#%�>!$�0�0�)(*#�!$���L�ZQ #%���
��2@���0�:����!L�@���[�0�9��(*#&�X��#%+-,R���-� 2�!��%
-� ���F�L!$(?�>�0
��-�0���[���N���-�\,��)�3���
�X���]���-���-��!*�)���LA_^`+a!��%�%�)(L!G��#���+b#%�]�*+323�34S�X�����6#%�8�*2����0�I����!L�@���
�������K�?���>�-���c�GQ +Z�0�
!G���]���-!�+d���-���0�
!G���7���C!�+)�d�$���-���:�-��!*�)���LA
�M�-�*+H���-�>,��)�3���c!G������#%23#%�0#����%��Ve�*+32)�34f�;���*�:!$�%���)(*!$��#%��+��>!��&Q\!*���
�?g�#%�	�LA[TU+]�����R�����*�0��+-(*�R�$�h#�+-��#%23#%�0#���#%��#&��#%�*�*V9Q[�R�0�-�LQb���-!$� ���-�?���
�?g�#%�	�C!��%�%�)(L!$��#%��+-�J#%+7Q ��#�(E�/���-�R��+�2)��#%�D�9��
-+-���L���3�������R��!$g34
#%�1
-����!$��,�#%+
!��W
���#%�%#&�U�)Vh!$+
�������*�0�*+)�1!��0#%�>������!$�%,�����#&�����i�X���
(����>�-
���#%+-,:�0
�(?��!$���%�)(L!G��#%��+-�*A ���5�����*+/�%�)��j/!$�`���-�R������#%�>#�k*!$4
��#%��+.�������-�%�*�l���Wm
+
��#%+-,�!�+.!��%�%�)(L!$��#%��+�Q #&���.�>#%+-#%�1
-�n�9���0�0#&4
���%�7�*+32)�)AdTU+'���-��,���+-���E!$�D(L!$�0�7���-���������-�%�*�o#��>+����>�0���%2�!$�-�%�
�$��!��������Lg�#���!$�-�%�7#%+Z�9���&��+-���>#;!$�P��#%�>�7
-+��%�*�0��p�qsr/pcAh���
(���+-�0#������C+-!$��
��E!��t�0�9��(*#�!��u(L!$�0�*�8v"��A ,�A\!��-��#%��#%2@�R
���#%��#&��#%�*�Ew\Q �-#%(?�
!G����(*�%���0�*�&�M���*��!$���L�a���'!d(*��!��0�6�$�`xU���y�0(E�-�L��
-�%#%+-,'�������-�%�*�>�*A
^`�-�����Gg�#%��!$��#%��+�!$��,�����#&���-�>�8!$�5Q[�*�%�P!$�8#%+-!��-�����Lg�#%��!$�-#%�%#%�z�6����4
�0
��&���[!G���\�����E!$#%+-�L�NAhBu#%+
!��%�&�cQ[�\#%+�2��*�	��#%,@!$���\�����P�������-�%�*�_���N����4
�0#%,�+-#%+-,>�0��
������K
��t�>�*(E�
!$+-#%�0�>�\�K���C�����3��
-(*#%+-,�!$�%���)(*!$��#%��+��JQ #%���
�9��
-+-���L���*+323�)A

Categories and Subject DescriptorsB[A {)A {8| }�~t�-�X�t�L�X�D�
�h}��X�
�
�$�X�*�e���C�-~u��pJ�$�-�e�X�����8�9�.�e�X�3�N�
�;�?�F�f���D��+-+3
��>����#%(L!��F^D�%,�����#&���-�>�`!�+-�7�e�����������>�*�
� A {)A��=| �]�K�L���G�3�*�����-�*�t���.�-�L�X�@���S�H [���1�-#%+
!G������#%(*�U¡£¢�¤�¥>¦�§"¨
©
ª�« ¤�¬E§ ª�­9®D­ ¯ ¤�¬?§ «X° ¥c±
�  [���%�%�*,��'���� [���>�-
���#%+-,�V � �*����,�#;!aO²�*(?��!�+-��Ot�*�%(*�$�E��#�!M³`��4�0�*!$��(E�²A\´h��!�#%�"���"x	�;µC(*(�A ,@!G���*(E�²A �L��
FA`¶�
��-�9�$�0���L�7�)���R¶�Bd,$�E!�+)� \ [³ 4z·�·�·@{�{$¸�¸3A�  [���%�%�*,��H���c [���>��
���#%+-,�V � �*����,�#�!ZO²�*(?�FA¹´h��!�#%�"�'ºL2�!$+-,��*�%#��*V��!$�9����#X»�µC(*(�A ,�!$���*(E�²A �L��
��¼ �*�
!G�0���>�*+)�����/¶3�E!G��#��	��#%(*�*V:½1A  DA5¾[����j��*�%���)A¿´���!$#%�S�_�>���	4�0���XµC�	�E!G�LA �9����j@�*�%���)A �L��


Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
EC’04, May 17–20, 2004, New York, New York, USA.
Copyright 2004 ACM 1-58113-711-0/04/0005 ... À 5.00.

General Terms^D�%,�����#&���-�>�*V-´�(���+-���>#%(*�*V
OP���*���0�

KeywordsB
!$#%��+��*�0�*V9´h+32)�)V�^D�-�����Lg�#%��!G��#���+/^`��,�����#&���-�/V�O²��
������X
-�%+-�*�0�

1. INTRODUCTIONB
!$#%�\��#%23#��0#%��+7�
!$�P�9�*�*+]!5(*�*+)�0�E!��9�������-�%�*�£#%+]�*(���+-���>#%(D���-�?4
���0�)APOP�-�Jm����	�J!G�0���*�>���\�X���C!:��!$���-����!$��#%(L!��N�0���L!G���>�*+)�D�$�e���-�
�������-�%�*�ÁQ\!��R��!����8�)�7���-�c�u���%#%�0���0(E�-�)�����$�[��!G���-�*��!G��#%(*#�!�+-�
vf¶3����#�+��
!$
-�*Ve¾[!�+
!$(?�FVe!$+
��ÂR+-!��	������|&�LÃG�Xw8!$+
�HQP!��5���-�:�0��
���(*�
���J��!�+)�d#%+)�������*�	��#%+-,dÄ)
��*�	��#%��+-�*AyÅC2@���:�����/�
!$�	�]Æ�·.�)�*!$���*V !
2�!��	�5�%#&�����E!$��
����:�
!$�5���*2@�������9�L�Y| Ç�V[�GÆL�W!�+
�H�0�*2@���E!$�h+-����#%��+-�5���
�"!$#&��+-�*�0�:�-!L2@�>�9�*�*+d�0
�,�,����	���L�FA6�����X�)(*
-�1��+=������(���+-(��*���1���
�*+32)�34f�;���*�*+��*�0�*Ah^D+�!$���%�)(L!G��#%��+/#%�5È ©�ÉLÊ ¨ Ë?¬�È�ÈP#&�u!$+
����+��%�:#%�²�*2@�?�0��-��!*�)���5�%#%j@�*�R��#%�R�GQ +.�0�
!G���>!$�5�%�L!$�	�c!$�5�c
-(E�H!��J�����c�0�
!G���>���
!�+)�����������`�-��!*�)���LA
OP�-�W(*��!��0�h���-�*+32)��4S�;���*�P!$���%�)(L!G��#%��+-�W!��h!\�"!$#&��+-�*�0�h(*��+-(*�*���eQ\!$�

#%+)�0���3��
-(��L�7�)�/B����%���=| ¸G�h!�+-�7Ì[!G��#�!�+d|&�LÍG�h!�+-�7�
!$�D�9�*��+6�	��

��4
#%�L�]�?g�����+-�0#%2@�*�&���0#%+-(*�C�����*+�#�+����-�J��(*��+����>#%(J�%#&�����E!$��
����>|%�LÆ3V-Ç��SA
ÎC�LQ[�*2@���LV�#%+7�>���	� �$�u���-�C�>�3���*�%� (*��+��0#��������L���0�c�"!G�LV
�*#&�������D!��%�
,��)�3���P!G���C��#�23#%�0#%�-�%� ���W���-�����\#%�P!G�[�%�L!$�	�P��+-�`��#%23#%�0#����%�`,��)�3�>��#%j@�
�>��+��������:�%��� ���-�R���;!*�)�?���`(����>�9�*+���!$���J�L!$(?�7�����-�?�D#%+/�$�E����� ���
!�(E�-#%�*2��c�*+32)�34f�;���*�*+��*�0�:|&��V��GÏL�fA8Tz�0�0
-�*�J�$�P#%+
��#%2�#%�0#%�-#%�%#&�U�H�0�-��
-���
�9�J�E!�j��*+7#%+)���c(*��+-�0#����?�E!$��#%��+FA
TU+����-#%�\�-!��9���LV�QP�J�	��
-���>�����J�������-�%�*�Ð�$�h!��%�%�)(L!$��#%+�,>#�+-��#%23#%�	4

#%�-�%�/,��)�3����#%+M!H�K!�#&����!�+�+-���LAZ�a���*+Y,��)�3����!$���7#�+-��#%23#%�0#����%��V
!�+6��+�2)�34S�X���*�J!��%�%�)(L!$��#%��+H�>#%,��)� +-�$�`��g�#��	�C!�+-�]QP�RQ #%�0�/���:m
+-�
���-�c�>#�+�#%�c
-�:4f�*+32)�]!��%�%�)(L!$��#%��+²A��=�cQ #%�%�[�	��
-���6���-#%�R�������-�%�*�
�X�����Ñ!>(*���>�-
��E!G��#%��+
!$�u�9�����0�9�*(?��#�2���AROP���1�>�������3��������,��6�$�W!��&4
,��$��#&���-�>�W!�+
�1(*���>�����?g�#&�z�c�-!����9�*�*+:
��0�L�:#%+:���-�\��!��	�W�K��QZ�)�L!G���
�K�$�>�	��

�3��#�+�,���!�+)�=�$���-���c,@!��>�����-����������#%(7�0���%
���#%��+Z(*��+�(*�*�����
!�+-�7!$+
!��&��k*#%+-,>,�!��>�*� ��+/��#%�0(����?���8�	�0��
�(���
������*A
TU+I��
����>�3���*�"V �L!�(E�M�-��!*�)���1ÒM�-!��]!=(*���0�E!�#%+a
���#��%#&�U�Y2�!��%
-�

ÓLÔ vfÕhwD�K�$�8�L!�(E�=�0
-���0���1ÕM���\�����:,��)�3���*A � #%2@��+=!�+�!��%�%�)(L!$��#%��+���t���-�J,��)�3��� ���c���-�J����!L�@�����*V
!1�-��!*�)���hÒ/�*+323#%�*�\�-��!*�)��� Ö1#&�e�-���
2�!��%

!G��#���+/�K�$�C���-�5��
-+
���%�R,�#%2@�*+/���>���;!*�)�?�CÖ:#%�D�>�����J���
!$+6�-���
2�!��%

!G��#���+6�K���J�-���D�LQ +H��
-+-���%��A`TU+/���-!$�D(L!��0��VF�����>È ©�ÉLÊ #��`���-���#&×N������+-(*��A
�=�]m-���	���0�-�LQn���-!$��!��%�%�)(L!G��#���+-��Q #%���I�9��
-+-���L�'��!$g�#%�c
��

�*+32)�Z��g�#��	�LVD!$+
�I�����*�0�*+)�/!$+a!��%,�����#&���-�Ø�K�$�7(*���>�-
���#�+�,=�0
-(E�
!��%�%�)(L!G��#���+-�*Ad���������*+d�%�)��j'!G�c���-��������#%�>#�k*!$��#%��+'�������-�%�*�i���
m
+-��#%+-,/!�+'!��%�%�)(L!G��#���+YQ #&���d�>#%+-#%�c
��Ñ�9���0�0#%�������*+32)�)A/Tz+����-�
,���+-���E!$�J(L!��0�6�����6���������%�*�Ù#%�]+������0���%2�!��-�%�����7!��������Lg�#%��!��-�%�
#%+Y�9���&��+����>#�!��\��#%�>��AYOP�-�?�����K�$���7QP�/�%�)��jY!G��+
!G��
��E!��\�0�9��(*#�!��
(L!$�0�*�C!$+
�7�����E!$#�+�!$�-�����Gg�#%��!$��#%��+/!��%,�����#&���-�>�D!�� QP�*�%�t!��`#�+-!���4
�����Lg�#%��!���#��%#&�U�'���*�0
��&���*AÚBu#%+
!$�%�%�YQP�6#%+32@�*�	��#%,@!G���6���-�/�������-�%�*�



�$�\���*�0#%,�+-#%+�,]�0��
������K
��u�>�*(E�
!�+�#%�0�>�D�K�$�R�����3��
-(*#%+�,7!$���%�)(L!G��#%��+-�
Q #&���/�9��
-+-���L���*+323�)A
Tz+6¶3�*(���#%��+�{1Q[�R�0�-�LQ����
!$�\���������R��g�#%�	���`!�+6!$���%�)(L!G��#%��+�Q #%���

��!Gg�#��1
-�M��+�2)�C!$�²�>���	���[VLQ �-�?������#%�²��������!Gg�#��1
-�Y��!$��,�#%+-!��

���#%��#&�z�.�$�[�����c,��)�3���*A�OP�-�c��!$g�#%�c
-� ��!G��,�#%+
!$�W
���#��%#&�U��#%�J�����
��!Gg�#��1
-�_2�!��%
-�`�)�:Q �-#%(E�������C
���#%�%#&�U�>�$�e!5�-��!*�)���\#%�P#%+�(����L!��0�*�
Q ���*+>��+�� �>����� ,��)�3�>#%�P!��-���*�1���5�-�����-
�+
������Ah^D�0�0
��>#�+�,C���
!G�
Q[�6�
!L2@�]���E!�(����H!$(*(*�*�0�>���.�����/�-��!*�)��������
���#��%#&��#%�*�*V\QP�6,�#%2@�6!�+
� v��	��
Gw`��#%�>�c!$��,�����#&���-�l�K���5�����3��
�(*#%+-,]!]���*�0#&���L�.!$�%���)(*!$��#%��+FA
OP���6�������-�%�*���$�Jm
+-��#%+-,�!��%�%�)(L!$��#%��+���Q #&���M�9��
-+-���L�'�*+32)�'#�+
�����������*�0�*+�(*����� #%+
��#%2�#%�0#%�-�%��,��)�3���1QP!��c#%+)�0���3��
�(*�L��#%+a| Í$�SA�^
�9��
-+-�]��� � v�����
�
��Lw[Q\!$�D�����E!�#%+��L�FV�Q �-�������H#%�\���-�J+3
-�1�9���\�$�
����!L�@�����*AcÅC
��R�9��
-+
�6#%�5!��0
-�-�	�E!$+)��#;!$�h#��>�����G2@�*�>�*+)�D!�+-�H#&�R#%�
!$�%�0�:��#�,��)�LA
Tz+/¶3�*(���#%��+	�8Q[�J�%�)��j�!$�[���-�C������#%�>#%kL!$��#%��+7�������-�%�*�Ð�$�u(*���:4

��
���#%+-,�!$�%���)(*!$��#%��+��:Q #%���d�>#%+�#��1
-�Ñ�9���0�0#%�-�%�]��+�2)�)A]�=���0�-�LQ
���-!$�D#%+H�>���	�C(*!��0�*�`���-�5�������-�%�*�Á#��D�
!G�E�FA`Bu#&���	�LVN
-�0#%+-,�!>�0#%�:4
#%��!$�J!$��,�
-�>�*+)�D!��D#�+d|&��Ç��SV9QP�5�0�-�LQb���
!$�D!$+3�/!��%,��$��#&���-�Á+-�*�L���
�?g��9��+-�*+)��#�!�� ��#%�>�]���.�����E!$#%+I�*+���
-,��I#%+��X������!G��#���+a!��9��
��>�����
2�!��%
-!$��#%��+��`�$�e�-��!*�)�����\��2@�*+�#%�t���-�C2�!��%
-!$��#%��+��D!G���J�����G23#����L��23#;!
!$+/���E!$(*�%��A��=�C�����*+7�%�)��j]!$� �����J�0�9�*(*#�!��²(L!��0�R�$��!�����#&��#%2@�J
���#%�&4
#&��#%�*�*V�#"A ��A�V ÓGÔ vfÕhwhq�������� ÓLÔ vzº��U»�w?AW´�2��*+]#%+����-#%�\(L!��0�DQP�J�����$2��
���-!$�P�X���`!$+3�:(*��+��	�E!�+)����V3���������C(L!$+]�9�D+-�c{��� �4z!��������Lg�#%��!$��#%��+
!$�%,�����#&�����s�K�$�C���-�8�>#%+-#%�c
��Ð�*+32)�/�������-�%�*�Á
-+��%�*�0�Jpnq_r/pcV
Q ���������Ñ#%�\���-�J+3
��c�9���\�$�e,��)�3���*A
���5�9�*�%#���2@�R���
!$�C!:�>�����R�0
�#&�E!��-�%�8���3x	�*(?��#�2��8�X
-+-(?��#���+6#%�`�����

��!Gg�#��1
-�Ð��+�2)�34S�E!$��#%��A`OP���5�*+323�34S�E!$��#%�>�$�W����!L�@���[Ò6�X���J����!L�@���
ÖC#��h���-�\
���#%��#&�z�:���3Ò:�X���[Ö!� ���-
-+-���%�P�G2@���W�-�?�W
���#%��#&�z�c�K�$�[�������LQ +
��
-+-���%��AaTf�R!��%�`�-��!*�)�������
!L2@�����-�/��!$�>�/
���#%�%#&�U�'�K
�+-(���#%��+²VP�����
�������������Á#%�D(*�%���0�*�&�/���*��!G���L�/����!:(*��!��0�C�$���0(?���L��
���#%+�,>���������%�*�>�
��+1#����*+)��#�(*!��)�����)(��*�0�0�����*AeTf��Q[�W����#�+�jC�$�������W���;!*�)�?���u!��t#;���*+)��#%(L!��
��!$(?��#%+-�*�e!$+
�R���-���0���h���-,��)�3���h!��h! �0���h���$x	���-�*V������*+5��
��e��������4
�%�*��#��t�LÄ)
-#%2�!$�%�*+)�u���D�0(E�-�*��
-�%#%+-, ���-�Fx	���-�e�0�D!��u���`�>#�+�#%�>#�k��������
�E!G��#%�H�$� ���-�>��!$g�#%�c
��s(*���>�-�%����#%��+=��#%�>�>�G2@���8���-�>�>#%+�#��1
-�
(����>�-�%����#%��+H��#%�>��A8TU+ | ÆG��#&�R#%�R�0�-�LQ +����
!G� � �E!��-!��"� �R,����*�*���
!$�%,�����#&����� |&�L·$�`!$(?��#%�*2@�*�c!�+Z!��������Lg�#���!G��#%��+d�"!$(������>�$�1��# ÇH�X���
�����1��+�2)�34S�E!$��#%���������-�%�*�/AC���1#%�>�����$2��8����#��`���*�0
-�&�5!$+
�����?��#�2��
!1�9���&��+-���>#�!$�F��#%�>�R!$�-�����Lg�#%��!$��#%��+]�0(?���*�>��A
Bu#%+-!��%�&�����-�c#��0�0
������ #%+-(*��+3��#%2@�c(*���>�-!$��#%�-#%�%#&�U�.#��8!��-�������0�0�L�FA

���7�����$2��]���
!G��!�+)�Z!$��,�����#&���-�����-!$�>�����3��
�(*�*�>!$+I!$���%�)(L!G��#%��+
Q #&���/�>#%+�#��1
-�£�*+323��(*!�+-+����`�9�J�0��
������K
��SAe���5!��%�0�>�0�-�LQy���
!G�
�E!$+
�����>�&�.!��%�%�)(L!$��#%+-,6�����>,��)�3���5���7�����>�-��!*�)�����R���*�0
-�&���5#%+d!�+
!$�%���)(*!$��#%��+cQ #&���1�*+323�J!$�e�>���	� � v%$ �	�'& 
��)(+* w9Q #&���1��#�,��1�������-!$4
��#%��#&�z�)Au�=�P(���+-(���
-���\#%+c�����P��!��	�W�0�*(���#%��+:Q #&���:��!$+3�5#%+)�������*�	��#%+�,
���9�*+/�������-�%�*�>�*A

2. EXISTENCE OF ALLOCATIONS WITH
BOUNDED MAXIMUM ENVY,F����-Áq�º)��.?{/.�#0#0#0.��t»R�9�D!R�0���\���²�-��!*�)�����[!�+-�21 q�º)�3.?{�.�#0#4#0.

�6»6�9�7!H�0�?�>���C#�+-��#%23#%�0#����%�7,��)�3���*AM^n
���#��%#&�U�d�X
-+�(���#%��+ ÓGÔ #%�!$�0�0�)(*#�!$���L�MQ #&���I�*!�(E�M�-��!*�)���5ÒtAaB-���7Õ6571¹V Ó Ô vfÕhwc#��>������-!����-#%+-�*�0�C�-��!*�)���\Ò.������#%2@���J#&�P�0�-�1�����E!�#%+-�C�����c�0
��-�0���8Õ[AR���
!$�0�0
-�>�5���
!G� Ó Ô #��C+-��+�4f+-�*,�!$��#%2@�1!�+
�6�>��+-������+-�8#"A ��A Ó Ô vfÕhw98
ÓLÔ v;:JwW�X���`�*2@�?�0�/Õ<5=:�!$+
���*2@���0�8ÒtA^`+5!��%�%�)(L!$��#%��+?>d#%�u!\�
!G�0��#%��#%��+1�$�������W,��)�3���@>Mq¹vA> & .�> � .�#0#4#0.>CB-w²Q �������ED BÔGF & > Ô qH1 !$+
�I> ÔKJ >EL`q�MD�K�$�[!$�%��Ò<NqMÖ3A@> Ô #%������J�0
-���0���`!��%�%�)(L!G���L�7���c���;!*�)�?�hÒtAe�C�$���C���
!G� �0���>�J�$�u���-�D�0�����
> Ô ��!L���9�c�*�>���z�)Ac^ �
!G�0��#;!$�[!$�%���)(*!$��#%��+=Q #%�%�[�9�>!��
!G�0��#%��#%��+
�$�h�0���>�J�0
��-�0���`�$�O1¹A
� #%2@��+M!�+M!��%�%�)(L!$��#%��+P><qÙvA> & .�> � .�#�#Q#�.�> B w?V\QP�6��!*�'���
!G�����!L�@��� Ò=�*+323#%�*�R�-��!*�)���5Ö�#&�P�0�-�c�������X�����R���-�:��
-+
���%�:!��%�%�)(L!G���L�

���5ÖJ���8�-���W�LQ +]#"A ��A Ó Ô vA> Ô wSR Ó Ô vA> L w?Au���`Q #%�%�N����+-�����`�)�UT Ô L

���-�C�*+323���$�9Ò7�K�$�CÖ3�

T Ô L@vA>Cweqy��!Gg�º$·/. ÓGÔ vA>CLLw@V ÓLÔ vA> Ô w�»�#
�=�[����m-+-�ST3vA>CwF���C�9�����-�P��!Gg�#��1
-�y�*+32)�R�9���zQP�*�*+c!�+)�5�
!$#&�

���h����!L�@�����*A
T3vA>CweqM��!$g-ºWT Ô L)vA>JwX.eÒ�.0ÖZY[-�»�#

�=�DQ #��%�²���X����+6���>#&�\���-�J�-!$�E!$�>�������E>�#%+]�����J+-�$�E!$��#%��+FA
^M+
!G��
��E!$�NÄ3
��*�	��#%��+>#%�[Q �������-���W���-�����`��g�#%�	�\!$���%�)(L!G��#%��+-�PQ #&���

�9��
�+
���L�7�*+32)�)A[���R�����E!$#%+�!��9��
-+-�7��+/�����R�*+323�]#%+/�������>� ���
���-�h��!Gg�#%�1
-�a��!$��,�#%+
!���
���#%�%#%�z�J�$��������,��)�3���*V��[AeOP���W��!G��,�#%+
!$�

���#%�%#&�U�>�$�e!5,��)�3�\�uQ #%���>���*�0�9��(��P���1!8���;!*�)�?�eÒ7!$+
��!5�0
-�-�0�?�\���
,��)�3���1ÕPVF#%�J���-�1!��>��
-+)�J�)�/Q ��#%(?�H#&�5#�+�(����L!$�0�*�J���-�1
���#%�%#%�z�����
ÒtV@Q ���*+�!������L�8���8ÕPV@#SA ��A%V ÓLÔ vfÕ]D8ºG�U»$w^V ÓGÔ vfÕhw?A�OP�-� ��!$g�#%�c
����!$��,�#%+
!��F
���#%�%#&�U�]#%�*�

�.qM��!$g�`_ Ô _ � ÓGÔ vfÕ[D7ºG�U»�w@V ÓLÔ vfÕ�w
TU+c!�����#&��#%��+c���R�����$23#%+-,J!C�9��
�+
�1��+c���-�\��+�2)�)VGQP� �����*�0�*+)�W!�+

�Qa>(�#���+3�R!��%,��$��#%�����Ñ���
!G�R(*���>��
����*�C!7���*�0#&���L�.!$�%���)(*!$��#%��+FA>B-�$�
���
!G�LV�Q[� !��0�0
-�>�P���-!$�h���-�P!��%,��$��#%�����£(*!�+>!$�0jc!$+:���E!$(*�%� �X�������-�

���#%�%#&�U������!1�-��!*�)���hÒ/�K�$�D!�+)���0
-�-�0�?�JÕ[A
bCc�d!e�fKd^go{3A%��ACh²¤�¬ ª�©-Ê ±�È « ¤UË ¯ ¤L¤�i�± ª$© i ª�©-Ê ±�È « ¤	Ë�j ­%ª�Ê ¨È?¬E±�k «X° È?¬0ÈDÈ)l�§K± « ± ª$©�ª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ © >�±�n^m °1«X°�ª�«t«X° ÈP¥ ª l�§K¥Zn�¥_È ©-ÉLÊ¤	Ë">Ø§K±.¦�¤�n © i)È)iy¦ ÊI«X° È�¥ ª l�§K¥on3¥ ¥ ª ¬ ¯ § ©9ª�­ n « § ­ § «"Ê ¤	Ë «X° È

¯ ¤L¤�i�±�k��qp�h+n�¬ «X° È?¬E¥>¤�¬0ÈXk ¯ § É È © ¤�¬ ª m ­ È ª m�mEÈ?±�±5Ë*¤$¬ «X° Èrn « § ­ § «"ÊËXn © m « §"¤ © ±J¤	Ë «X° Èsj ­%ª�Ê È?¬?±�k «X° È?¬0È5§K± ª�© � v��	� 
 w « §X¥�È ª�­ ¯ ¤�¬E§ «X° ¥Ë*¤�¬Ot © i�§ ©3¯ ±�n^m °�ª�©.ª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ © p
� #%2@�*+.!�+.!��%�%�)(L!$��#%��+u>8VNQP�c����m-+-�1�����6È ©�ÉLÊ�¯ ¬ ª j ° ���s>£!$�

�K���%���LQ �*�d��2@���0�Y+-�3���6�$�R���-�6,$�E!��-�M���������*�0�*+)����!=�-��!*�)���]!$+
�
���-�?���C#%�\!8��#&���*(����L���L��,��D�;�����ÚÒ����8Ö8#&×>Ò��*+323#%�*�PÖ3A�OP�-�C�����)���
����OP���*�������Á{3A%�5#%�`�-!��0�L�]��+]�����J�K�����%�LQ #%+-,\,²���>��!��
v'd!gqgqw {3A {)ACht¤�¬ ª�©-Ê j ª ¬ « § ª�­9ª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ © >yxh§ «X° È ©-ÉLÊC¯ ¬ ª j °z k@x[ÈIm ª�© t © i ª�© ¤ «X° È?¬�j ª ¬ « § ª�­²ª�­K­ ¤�m ª�« §"¤ ©\{ xh§ «X° È ©�ÉLÊ8¯ ¬ ª j °|Ù±�n^m °7«X°�ª�«%}
~ T3v { w�8�T3vA>Cw
~ |Ø§K± ª m Ê m ­ §AmGp
�sf^e�e��K�DTf� z �
!$�u+-�D��#&���*(����*�5(?��(������*V�Q[�P!$���[����+-��Ae¶�
-���9���0�

���
!G�I� qyÒ &�� Ò � ��������� ÒK� � Ò & #��5!]��#&���*(����*�.(���(*�%�:#%+z A¹Tf�I>�qÙºG> & .�#0#0#0.�> B »)V`QP��(L!�+a�����E!$#�+H>E�:q vA>E� & .�#0#0# >C�B w�)�6����4z!��%�%�)(L!$��#%+�,/���-�:,��)�3���1!��J�K���%���LQ �*�o> �Ô q�> Ô �K�$�c!$�%�²Ò��Yº�Ò & .�#�#�#�.KÒ � »)V
!�+-�[> �ÔG� q�> Ô�� .�> �Ô�� q�> Ô�� .�#Q#�#�.�> �Ô�� q�> ÔW� A�C�$���7���
!G��!��%�`�-��!*�)�����>�*2�!��%

!G���7Q �
!G�����-���'�-!G2��7#%+�> � !G�
�%�L!��	�R!��C�1
-(E�6!��DQ �
!$�D���-���7�
!L2@�5#%+�>8ACOP�-�����?�K�����1#&�J#%�C�L!$�	�
���:�0�*�J���-!$�CT)vA> � wS8�T3vA>Cw?A
�=�c(L!�+�!��%�0�6�0�-�LQ_���
!G�R���-�:+3
-�1�9���J�$� �L��,��*�5#%+.���-�c�*+323�

,��E!$�-� z � (*�$�0���*�0�9��+-��#%+-,�����> � �-!��:���*(����L!$�0�L�FA=Ot���0�*�����-#%�*V
m-���	� +������C���-!$�\�����J�0���`���u�����C�L��,��*� �9���zQP�*��+7�
!$#&���`�$�e2@���0��#%(*���
#%+I-����I�-!��u+����t(?�-!�+-,��L�FAu^D�%�0� �*2@���0�J�L��,��[�������-�e�X�����MÒ � Ò/�
�K�$�FÒ"Y"-=���M!$+
�DÒ � Yr�I�-!��h+-�LQ'�9�*(����>�[�����P�L��,��uÒ � Ò �G� &v"���PÒ � Ò � #&�'�]qn�LwD#%+ z ��!�+-�H+��]�>�$���c�L��,��*�R�$�W����#%�J�K�����
�
!L2@�R�9���*+�!������L�NA\OP�-�5+3
-�1�9��� �����L��,��*�`���h�����J�K����� Ò � � Ò
�
!$�J�*#&���-�?�5���*(?���L!��0�L�H���J������!�#%+-�L�/�����c��!��>�8�0#%+-(*�c�-��!*�)�����J#%+
�s!G���7�	�0��#%(����&�d�
!$�-��#��?�LA'Bu#%+
!��%�&�d�K�$�RÒ � Y�� �����]+3
��c�9���1���
�L��,��*�\�X�����_Ò � ���:2@���0��#%(*�*� #%+��Ú�
!$� ���*(?���L!��0�L�/�)��!G�D�%�L!$�	�1��A
OP�3
-�\�)�����*�9�L!G���L���&�����*�>�G2�#%+�,c(���(*�%�*� 
-�0#%+�,c���-�R!$�9�G2@�R�����$4

(*�L��
�����V²QP�:Q #%�%�[�����E!�#%+d!$+d!��%�%�)(L!G��#���+ { Q #&���=(*�$�0���*�0�9��+-��#%+-,
�*+32)�5,��E!$�-�Z| �0
-(E�1���-!$�'T)v { ws8�T)vA>JwF!�+-�o| #%�h!�(?��(���#%(�AW¶3#%+-(*�
���-�\+3
��c�9���e�$�9�L��,��*�W���*(?���L!��0�*�W!$���*2����0�8�	���*�²V@�����P�����)(��*�0��Q #%�%�
�������>#%+
!G����A



�sf^e�e�� e���b9c+d^e�fKd!g � ���/�]���1,�#%2@�c!$+�!$�%,�����#&�����l���
!G�J������4
��
-(*���C���-�1���*�0#&���L�H!��%�%�)(L!G��#���+²A1OP�-�c!��%,��$��#&���-�Ñ�����)(*�*�L���J#%+��
����
-+-���*A`^P�C�*!�(E�/����
-+-�/��+��8�>�$���5,��)�3��#��D!��%�%�)(L!G���L�H���>�0���>�
����!L�@���LA
Tz+:���-�\m-���	������
�+
�NV@QP�D!��%�%�)(L!$���C,��)�3�6�\���8�0���>� �-��!*�)���\!G���-#&4

�0�E!G��#%�%�)Ah [���*!$���&�:���-�[��!$g�#%�c
-�b�*+32)�1#%��!$���>���	���WA�¶�
��-�9���0� !G�
�����1��+
�/��������
�+
�"�0V9���-�8,��)�3���8º)��.�#0#4#0.��U»:�
!L2@�5�9�*�*+H!��%�%�)(L!G���L�
���=�����6�-��!*�)������!�+-�Y���-�6��!Gg�#��1
-�i�*+32)�Y#%�]!$���>���	�\�[AÚ^P�
����
-+-��������V9Q[�1(*��+-�	�0��
�(��C�����8��+�2)�7,��E!�����(*���0���*�0�9��+
��#�+�,����
�����J(*
��0���*+)�`!��%�%�)(L!$��#%��+FA[���J
-�0�C�����J�����)(��L��
����R���',F�*�>��!c{)A {
���1�����E!�#%+/!$+/!��%�%�)(L!G��#���+�>�#%+]Q ��#%(?�����-�C��!Gg�#��1
-� �*+32)�>#%�D!G�
�>���	�?��!�+
�=�����7+-�?QÐ�*+32)�d,��E!$�-� z #%�>!$(���(*�%#�(�AY¶�#%+-(*� z #%�
!$(���(*�%#%(�V
���-�?���R#��D!c���;!*�)�?�[Ò"Y�-ÑQ #&���/#%+�4z���*,����*�8·3V-Q �-#%(E�/#%�:4
���%#��������-!$��+-���9�3���1�*+32�#%�*�FÒtA²�=�P���-��+>!��%�%�)(L!$���`,��)�3�U���6�\���\ÒtA
,F��� { qÚv { & .�#0#4#0. { B-w[�9�`���-�C+���Q�!��%�%�)(L!G��#���+²A[B-���`!$+)�]{5���;!*�34�?���[Ö/.��JQ #&���>Ö!.	�\NqdÒ²V/T L�� v { whq�T L�� vA>Jw�8��[AhB-�$�PÖIYr-H�eº0ÒF»)V�0#%+�(*�]T�L Ô vA>Cweqy·8QP�R�
!L2@���

T�L Ô v { w q ��!$g-ºG·!. Ó L)vA> Ô D6ºG�U»�w@V Ó L@vA>ELGw�»
8 ��!$g-ºG·!.��
� Ó L)vA> Ô w�V Ó L)vA>ELGw�»]8=�

���5
-�0�1!��0#%�>�����8!$�>���0��#%k*�L�6!$+
!��&���0#%�C�K�$�C�����8��
�+-+-#%+�,c��#%�>�
�$�\���-��!$��,�����#&���-�/A7TU+ ,²�*�>��!7{3A {3VeQ[�>j@�*�*�������>�$23#%+-,](���(*�%�*�

�+)��#��N���-�R��+�2)�34f,��E!$�-��#��D!�(?��(���#%(�APBu#%+
��#%+�,>!c(���(*�%�8!�+-�����*�>�G2)4
#%+�,8#&���E!�j@���[!G�[�>���	� � v�� � wu��#��>�`!$+
�c#&�\���*(����L!$�0�*�W����� +�
��c�9���
�$�J�L��,��*�>�)�'!G�>�%�L!��	����+-��AZTz+-#&��#�!��%�&�Z�����]��+�2)�d,$�E!����Y�-!��>+-�
�*��,����*A�^D�%�%�)(L!$��#%+-,1!J,��)�3��!G�P!$+3�8����
�+
�:!��-���[!G�[�>���	���]�L��,��*�
���8���-�J+���Qa�*+32)��,��E!$�-�FAW¶�#%+-(*�C�*2@���0��(���(*�%�`���*�>�G2�!$�²���*(����L!$�0�*�
�����]+3
��c�9���1���D�L��,��*�*V[�����]+3
��c�9���8���`��#%�>�*�cQ[�]�-!G2�����������4
�>�G2@�8!:(���(*�%�8#%�J!$�C�>���	� � v��+�6wD!$+
�7�����5���$�E!��u��
�+-+-#%+�,c��#%�>�
#%� � v��[� 
 w?A �
Tz+]| ÍG�fV@!D�0#%�>#%��!$�h�>�3�������-!��e�9�*��+c����m
+��L�5Q #&���5���-�\��#&×N�����*+-(��

���-!$�J�����c
���#��%#&�U�6�X
-+�(���#%��+H���P��2@���0���-��!*�)���J#��5!��-��#%��#%2@�1!�+-��Q[�
�-!L2@�J!8(*���1�-#%+
!G��#���+]�$�e��#�23#%�0#%�-�%�R!$+
��#�+-��#%23#%�0#����%�C,��)�3���*A
�7�$���
�X������!$���&�)VC#�+_| Í$�R�����.������������� #%�7���Z�
!G�0��#%��#%��+b!'�>�L!$�0
��E!����%�
�0�-!�(*�]v��9.��>w?AR´W!$(?�H�-��!*�)���C�
!��J!�
���#%��#&�z�/�K
�+-(���#%��+�Q �-#%(E��#��J!
�������-!��-#%�%#&�U�6�>�*!��0
���� ÓLÔ ��+'v��9.��:w`�0
�(?�6���
!G�D�X���R�*!�(E� ÓLÔ �������!Gg�#��1
-�i2�!$�%
-�/�$�5!�+ ª�« ¤�¥�#%�2�[Ay^Á�0
-�-�0�?�]Õ 5�� #%��!�+
!G�����n�K�$� ÓLÔ #%� ÓLÔ vfÕhw
�I·:!�+-�������aÕ[V��*#&���-��� ÓGÔ v��8whq�·1���
Ó Ô v��1whq Ó Ô vfÕhw?AhTf�P#%�\�0�-�LQ +����
!$�W���-�����D��g�#%�	� !��%�%�)(L!$��#%��+-� Q #%�����+�2)�]!$�`�>���	� � v�� ��
�
X�Gw?A
���>(L!�+d�����G2@�>���
!$�8��
��8���*�0
-�&�c!��%�0�.���������5�K�$�1�����*#&�c�>�3���*�

!$+
�8�-�*+�(*�P#&�h#%�>�����G2@�*�t�����P�9��
�+
�5��� � v���� 
�
�� w²���9�[AeOP�-�P#����*!
#%� ���
!G�\QP�R(L!$+/�
!G�0��#%��#%��+��a#�+)���:#%+-��#%23#��0#%�����R,��)�3���D���e2�!��%
-�5!G�
�>���	�q�'!�+-�]���-�*+7!����-�&�]OP�-�*�$���*�Á{3A%��A
b9c+d^e�fKd!g {)A �3A�� ° È ©�«X° ÈEn « § ­ § « §fÈ?±`¤	Ë «X° ÈOj ­%ª�Ê È?¬E± ª ¬0ÈOj
¬0¤�¦*¨

ª ¦�§ ­ § «"Ê ¥>È ª ±�n3¬0È?±7¤ © v��9.��>wRqsv0| ·!.L�?�A.��D¤�¬�È ­ ±�È « ±0w?xh§ «X°'ª$« ¤�¥c±¤UË É$ª�­ n
È ª�« ¥:¤�± « �Sk «X° È?¬0È:È)l�§K± « ± ª j ª ¬ « § « §S¤ © >aqÚvA> & .�#0#0#0.�> B w¤UË��_±�n m °/«X°�ª�« T)vA>Cw�8���p
�sf e�e��K�C¶�#%+-(��[�L!$(?�8�>�L!��0
���� ÓLÔ �
!$�e!$�����>�u����2�!��%
-�W!$�e�>���	��WVu���-#%�R�>�L!$+-�J���
!G�R�K�$�1��2@���0� ��Yy| ·!.L�?�A. Ó Ô vzº��F»$wI8 �[A]OP���

(*!��0�\�Úq ·6(*���0���*�0�9��+
���1����!�+d#%+�m
+-#&���*�&�=��#%23#��0#%������(L!$j@��!�+
�
!$+��*+323�34S�X�����1!$�%���)(*!$��#%��+�!��&Q\!*���J��g�#%�	���c| Í$�SACB-���9�!��·:QP�8(L!�+
���*��
-(��1���-�1�������-�%�*�s���]!��%�%�)(L!$��#%+�,6#�+-��#%23#%�0#����%�c,��)�3���5���P2�!��%
��
!G�`�>���	�q�'!�+-�]���-��+]
��0�5OP�-�*�$���*�l{3A%��A
v'd^gqg�wÐ{)A Ç�A#" ° È7§ ©�« È?¬ É$ª�­ | ·!.L�?�Um ª�© ¦EÈ?j ª ¬ « § « §S¤ © È)id§ © �i$§K±%$L¤�§ ©�« ±�È « ±`Õ & .�#0#0#0.?Õ � ±�n^m °/«X°�ª�« �nq � v����W�ew ª�© i ÓGÔ vfÕ � wS8�.Ë*¤�¬1È É È?¬ Ê Ò�q��3.�#0#0#0.��'.A�cq��3.�#0#0#0.��
�sf e�e��K�DBu#%+
�����-���>#%+-#%�1
-�Ñ�9���0�0#����%�]2�!��%
-�>�X���&��Y�| ·/.L���

�0
�(?�����
!G� Ó Ô v0| ·!.	�-�Xw�8 � �X���H�*2@�?�0�y�-��!*�)����ÒtAÑ¶�
�(?�b!�+'�

��g�#%�	���>�0#%+-(*�6!G�����>�>�-!G2��72�!��%
-�7!$���>���	�?�[Ay¶3����Õ & q�| ·!.	���
!�+-�Z(���+-�0#������:���-�]#%+3���?��2�!$�Rv(��.*���SAY^D,�!�#%+'m
+
�=�����7�>#%+-#%�c
��
2�!��%
-�8���*)rYZv(��.*���u�0
-(E�����-!$� ÓGÔ v0v(��.+)3�XwC8��Z�K�$�J�*2@�?�0�:ÒtAJ¶����Õ � qÐv(��.+))�fAR���1(*!�+H(*��+)��#%+3
-�8#�+����-�8��!��>�8��!�+�+-���C
-+)��#%�tQP�
�
!G�0��#&��#���+=���-�cQ �����%��#%+3���?��2�!$�D| ·!.L�?�SA/Tz�5#%�8�L!��	�H���/(E�-�*(Ej����
!$�
���-��+3
-�1�9���N���-��#%�Kx	��#%+3�t#%+3���?��2�!$���uÕ & .�Õ � .�#0#0#0.?Õ � �$���������-!$�0��#&��#%��+Q #%�%�t�9� � v����W�hw?A
�=��(L!$+=+-�LQ£�0���L!$�8���-�>#%+)������2�!��%�:Õ & .�#0#0#0.?Õ � �����3��
-(��L��#%+=���-�
������2�#%��
-��,F�*�>��!:!$�J#%+
��#%23#%�0#%�-�%�c,��)�3���R!$+
�6OP�-�������*�Ñ{3A%�1Q #%�%�
(*���>�-�%�����C�����R�����)���zA

3. MINIMIZING ENVY AS AN OPTIMIZA-
TION PROBLEM^D�&������
-,���QP�'(L!$+Ú�����3��
-(*�Z!$+¹!��%�%�)(L!$��#%��+ Q #&���¹�9��
�+
���L�

�*+32)�)V-#%+6��!$+3��#%+-�	�E!$+-(*���D���-�R��!Gg�#��1
-�Ð��+�2)��(L!$+6�9�8�0��!$�%���?�
���
!$+?�[AhOP���������X�����\QP�\QP��
-���c�%#%j@�\���J�%�)��jc!$�h���-�P�X���%�%�GQ #%+�,5�zQP�
������#%�>#�k*!$��#%��+/�������������>�*�
pJ�G�
�e�X���-,/.R�Ú�K~u�"�10e�Ø��~�2F�
 [���>��
����R!$+6!��%�%�)(L!G��#���+�>����
!G� �>#%+-#%�>#%k*�*�P���-�C�*+323�

��!$gÔ _ L º$·/. Ó Ô vA> L w@V Ó Ô vA> Ô w�»
pJ�G�
�e�X���435.R�Ú�K~u�"�10e�Ø��~�2F�F�0�G���L�X�
 [���>��
����R!$+6!��%�%�)(L!G��#���+�>����
!G� �>#%+-#%�>#%k*�*�P���-�C�*+323�34S�E!$��#%�

��!$gÔ _ L º)��.
ÓGÔ vA>CLLw
Ó Ô vA> Ô w »

^D��QP� Q #%���9�0���D#&�P#%�P+����[!��&Q\!*���P�9���0�0#����%�D���5�
!L2@�`!R�9���&��+-���>#;!$�
��#%�>��!��%,��$��#&���-� �X���7(*���>��
���#%+-,d!$+a������#���!$�C�0����
���#%��+²VD�-��+-(*�
QP�5Q #%�%�W!$�%�0�]�9�8#%+3���?���*�	���L�6#%+H�����E!$#�+�#%+-,�!��������Lg�#���!G��#%��+H!��%,��$4
��#&���-�>�*A � #%2@��+d!6�>#�+�#%�>#�k*!$��#%��+=�������������768VeQP����!*�����-!$�c!�+
!��%,�����#&���-�n�-!��\!$+/!��������Lg�#%��!$��#%��+>�"!$(������`�$�98:�X���:61V3#&�²�K���`!$+)�
#%+-�	�E!$+-(*�<;/�$�
61VF���-�:!��%,��$��#%�����<��
�����
����R!]�0���%
���#%��+.Q �-#%(?�.#%�
,�
-!$�E!$+3�����L�/�����9�1!$�J�>���	��8 �>= :8v(;�w?V
Q ������� �>= :8v(;�wP#%�C���-�
������#%��!��e�0���%
���#���+²A8�=�5Q #%������!*�6���
!G�5!�+.!��%,��$��#&���-�Ñ#%�5!
?`¤ ­ Ê ¨
© ¤$¥c§ ª�­ "u§X¥�È ® j`j
¬0¤�l�§K¥ ª�« §"¤ ©A@ m ° È?¥�ÈcvS��Ou^J¶�w`#&�[�X���8!�+)�6#%+�4�	�E!�+�(*�>;>!$+
�7!$+)�]�?�0����� �
!G�E!��>�����?��B��Y·�V����-�C!��%,��$��#%�����n��
-+-�
#%+7��#%�>�C�9���%��+����>#�!��F#%+7���-�J#%+��-
��P�0#�k��1!$+
����
�����
���� !c�0���%
���#%��+
Q �-#%(E�/#%�`!$� �>���	�5v	�C�DBEw �>= :8v(;�w?AeTz�e#%+7!��-��#&��#���+7���-�D��
-+-+�#%+-,
��#%�>�J#%� �9���&��+-���>#�!$�²#%+.���EB ���-�*+�QP�R��!*�����
!$� �����R!��%,��$��#&���-� #%�
!Uh�n ­K­ Ê ?`¤ ­ Ê�© ¤�¥c§ ª�­ "u§X¥�È ® j`j-¬0¤�l�§K¥ ª�« §S¤ ©1@ m ° È?¥�ÈJvSBe��Ou^J¶�w?ATU+b���-�=�K���%���LQ #%+-,y���-�������*� QP�'�0���GQi���
!G�.!�+)�Ú!$�%,�����#&�����
+-���L���>!$+'��g��9��+-��+3��#�!$�\+�
��c�9���1���CÄ)
-����#%�*�c#�+'���-��QP�$���	��(L!��0�
���c�����3��
�(*�R!�+]������#���!$�N�0���%
���#%��+FA[ÅC
�� (*��+-�	�0��
-(?��#���+7#%� �0#%�>#���!G�
���:�D#���!$+6!�+-�/¶3�*,@!$�[|&�*Ç$�fA
bCc�d!e�fKd^g ��A%��A ®`©�ÊDF i@È « È?¬?¥1§ © §K± « §Am�G ª�­ ¯ ¤$¬?§ «X° ¥ «X°�ª$« mE¤$¥:¨j�n « È?± ª�©'ª�­K­ ¤�m ª�« §"¤ © xh§ «X° ¥1§ © §X¥on3¥�È ©�ÉLÊ ¤$¬c¥c§ © §K¥Zn�¥sÈ ©�ÉLÊ ¨¬ ª$« §S¤�¬�È�HQn3§K¬�È?± ª.© n3¥:¦?È?¬/¤	ËIHQn-È?¬E§fÈ?±	x ° §�m ° §K±7È)lXj�¤ © È ©�« § ª�­ § ©

«X° È © n3¥>¦EÈ?¬8¤	Ë ¯ ¤L¤�i�±R§ ©6«X° È]x[¤$¬?± « m ª ±�È�p
�sf^e�e��K�`���h,�#%2@��!�+5��
����%#�+��h���3���-�h�����)�$�UA�¶3
-���9���0�'� qy{EJ9A

�=�](*��+��0#����������-���K�����%�LQ #%+-,'(*��!��0���$�J
���#%�%#&�U�'�K
�+-(���#%��+-�&��Aa^
�K
�+-(���#%��+ Ó #%�D#%+
� #&�U�
Ó vfÕhwhqy·8�K���C!��%�tÕdQ #&���LK Õ
K!RMJ9A
Ó vfÕhwhqÚ�C�K���C!��%�tÕdQ #&���LK Õ
KN�MJ9A
Ó vfÕhwhqÚ�qV Ó vPOÕhw[�K���D!$���QK Õ:K�qRJ�C�LQRV�(*��+��0#�������#%+-�	�E!$+-(*�*�\v Ó . Ó wt#�+5Q �-#%(E�1���������\!$���W�UQP�D�-��!*�34�����5Q #&�������-�:��!$�>�>
���#%�%#&�U�H�K
-+�(���#%��+ Ó �X���1�0���>� Ó YD�]A7OP�-�+3
-�1�9��� �����0
-(E�6#%+-�	�E!$+-(*�*�D#%�J����
-���%�7��g��9��+��*+)��#;!$�t#%+1J9AJ¶3#%+-(*�

���-�8!$��,�����#&���-�s!��0j3�C��+-�&��!:�9���%��+����>#�!��u+3
��c�9���`���WÄ)
-�?��#����*V9#&�



(*!�+������3��
-(*�5��+��&�6!�+���g��9��+-�*+)��#�!��²+�
��c�9���`�$�[��#&×N�����*+)�JÄ)
����0�
�0�*Ä3
��*+-(��*�*AÑOP���������X������VR������������g�#%�	�6�UQ[�M��#%×N�?���*+)�7�K
�+-(���#%��+-�� . Ó Y'� �0
�(?�Z���
!$�c���-�6Ä)
-�?�0�'�0�LÄ)
-�*+�(*�*�>(*�$�0���*�0�9��+-��#%+-,����
�����R#%+-�	�E!�+�(*�*�`���?m
+-�*�]�)� � !�+-� Ó !$���J�����J��!��>��A [��+-�0#����?�:���-��#%+-�	�E!�+�(*�*�/v � . Ó w1!$+
�Mv Ó . � w?A=OP�-�]!��%,��$��#&���-�Q #%�%�`�����3��
�(*�����-�7��!$�>�7Ä)
����0�d�0�LÄ)
-��+-(*�*�1�K�����9�$���'#�+��	�E!�+�(*�*�
!$+
�6���-�����?�K�����>#&�JQ #%�%�������3��
�(*�1�����:��!��>�c!��%�%�)(L!$��#%��+=�K����v � . Ó w!$+
�Mv Ó . � w?A6Tz�1#%�c�L!$�	�����6�0�*�����
!G�c!$�&���-��
�,��d�K�$�c��#%�������:(*!��0��V���������H��g�#��	���7!�+�!��%�%�)(L!G��#���+bQ ��#�(E�a#%�/�*+32)�Y�;���*��VD���-�����H#%�7+-�
�0#%+�,��%�8!��%�%�)(L!$��#%��+6���-!$� #%�D��+�2)�>�;���*�J�K�$�C�9�$���7#%+-�	�E!$+-(*�*�*A
���`Q[��
��;�>�%#%j@�D���5+������D���-!$�P!�+�#%+3���?���*�	��#%+-,5�"!�(?� !��9��
��\OP����4

�$���*� �3A��:#��J���-!$�5#&�R#%�5
-+�(*��+-��#&��#%��+
!$�"Vt#"A ��A%Vu+����8�����9�*+
���*+)�J��+
!$+)�](����>�-�%��g�#&�U�������*���0�]!��0�0
��>����#%��+FA

3.1 Additive Utilities���[(*��+-�0#����?��!D+
!G��
��E!$���0�9��(*#�!���(L!��0�P�$�-�����P�������-�%�*��#%+8Q �-#%(?�
�����]
���#%��#&�z�=�K
�+-(���#%��+��:���C!��%� �-��!*�)�����c!$���7!��-��#&��#�2��]#"A ��Ad�K�$��!��%�
Ò<Y<-.V Ó Ô vfÕhw q ������� Ó Ô vzº��	»$w?A5TU+6���
!G�J(L!$�0��Vt!�+H#�+��	�E!�+�(*�c�$������R�������-�%�*�Ð#%�`�0�9�*(*#&m
�L���)�7!$+"���	�s��!G�0��#&g��bqÚv ÓGÔ _ � w?A

3.1.1 The minimum envy problem¶)��#%���"Ve�������������������i�$�\m
+-��#%+-,6!6�>#%+-#%�1
-�:4f�*+32)�/!$���%�)(L!G��#%��+
#%�Rr7pC4z�-!$�E�NV9�*2@�*+/Q ���*+/���-�5+3
-�1�9���`�����-��!*�)�����D#%�D�UQ[��ACOP�-#%�
�X���%�%�LQ �/�X�����Ø���-�/�K!�(��]���
!G�]�X���7�zQP�d���;!*�)�?����Q #&���M���-����!$�>�

���#%��#&�z�d�K
-+�(���#%��+��*VP���*(*#���#%+-,�Q �-�?���-����!$+Y��+�2)�34S�X���*��!$���%�)(L!G��#%��+
�?g�#%�	���D#��D�LÄ)
-#%2�!��%�*+)� ���]���*(*#���#%+�,�#&�h���-�?���8�?g�#%�	���C!:�
!$�0��#&��#%��+��$�
!8�0���\�$�u�9���0#&��#%2@�J#%+)���*,������\#%+��zQP�c�0
��-�0�����[���u�*Ä3
-!��9�0
��/V)Q �-#%(?�
#%�Dr/pC4f(*���>���%�����:|&�L¸G�fA
¶3#%+-(*�h���-�����3x	�*(?��#�2��W�K
�+-(���#%��+8�$�������W�>#%+�#��1
-�a�*+32)�J�������������

(*!�+:�9�\k*�?���R!�+-�c�0#%+-(*� ��#��	��#%+�,�
-#%�0��#�+�,J���-�P(*!��0�\Q �-�����P�����P�*+32)�
#%�Jk������]#%�Rr7pC4z(����>�-�%������V
QP�1(L!�+�+-���C�
!L2@�1!>�9���&��+-���>#�!$�t��#%�>�
!$�-�����Gg�#%��!$��#%��+7!$��,�����#&���-�n
�+-�%�*�0� p_q�r7pcA9ÅC+��DQ\!*�>���8���*�:4
�*�������-#%� #�� ���>!��-�.�J���>��
��`���3x	��(���#%2@�R�K
-+�(���#%��+FA[Tz+7���
!G�D(*!��0��V
OP���*�������n{3A%�D,�
-!$�E!�+)���*���P!>v	�5�"�hwz4z!��������Lg�#���!G��#%��+�!��%,�����#&���-�/V
Q �������s�HqM��!$g ÓLÔ _ � Au���W(*!�+1!��%�0�C�0���GQd���-!$�u�X���h!$+)�5(*��+��	�E!�+)�
�$V@���-�?���`#%�W+-�8{��s *4z!$�-�����Lg�#%��!$��#%��+:!��%,��$��#%�����£
�+-�%�*�0�Wp�qyr/pcA
OP���:�����)�$�P#%�5!��%��+-,]�����c��!$�>�c�%#%+-�*�5!$�J���-�c#%+-!��-�����Lg�#%��!$�-#%�%#%�z�
�����0
-�&�P�K�$�\���-�D���������%�*�n¶3
-�-�0�?�04	¶3
-�>� ¼ #&×N�����*+�(*�C#%+H| �$�²!�+-�>Q[�
���>#&�D#&�LA

3.1.2 The minimum envy-ratio problem���5�9�*�%#���2@�R���
!$�C!:�>�����R�0
�#&�E!��-�%�8���3x	�*(?��#�2��8�X
-+-(?��#���+6#%�`�����
��+�2)�34S�E!$��#%��A�Tz+����-�c�����	�c�$�\���-#%�5�0�*(���#%��+FVuQP���	��

�3�����-�:�*+32)�34
�E!G��#%�/�������-�%�*�s#%+����-�1(L!��0�cQ �������c�����c�-��!*�)�����C�
!L2@�1�����c��!$�>�

���#%��#&�z�7�K
�+-(���#%��+²A\�=�RQ #%�%�h���*+������R���-�R
���#%��#&�z�7���
!G�C����!L�@�����C����4
��#%2@�J�;�����n�-!G23#%+-,c,��)�3�"�h�)� Ó v��zw?AOP��#%�P�0�9�*(*#�!��N(L!$�0�C#%�P(*�%���0�*�&�������;!G���L�:���c!5(*��!��0�\�$�t�0(E�-�*��
-�%#%+-,
�������������>�[��+�#�����+3��#%(L!$�
�����)(��*�0�0�����*Ah�=�`(L!$+�����#%+-jc�$�N���-�`�0���P�$�
����!L�@�����[!$�[!J�0�?�[�$�²#����*+)��#�(*!��-��!$(?��#%+-�*��!�+-�1���-� �0���W���N,��)�3���[!��
!1�0��� ���@� x	���-�\���:�9�J�0(E�-�L��
-�%�L����+]�����J��!�(E�-#%+��*�*A�´�2����0�Rx	���
�-!�� !8�9���0#&��#%2@�C�����)(*�*�0�0#%+-,c��#%�>�C!�+
�>���-�D�%�@!������t�*2@���0�>�����)(*�*�	4
�0�$�8#��J�����c�0
��s���[���-�c�����)(*�*�0�0#%+-,]��#��>���J���W���-�DxU�����1!$�0�0#%,�+-�*�
���8#&�LA[¶��*2@�?�E!��9���3x	��(���#%2@�D�X
-+-(?��#���+-�\�-!G2��D�9�*��+](*��+-�0#����?���L���0
�(?�
!$���>#�+�#%�>#�k�#�+�,H�����7��!Gg�#%�1
-�<(*���>���%����#%��+Y��#%�>�.v"��!�j@�*�0�-!�+
w
|&�*·�VN���?�9���W��!$g�#%�>#%k*#%+-,J���-�\�>#%+�#��1
-�Ú(����>�-�%����#%��+:��#��>�5| Ï3V�{$·�V
{L�SAPÅC
��[������������� #%�P�LÄ)
-#%2�!��%�*+)�����1�>#%+-#%�>#%k*#%+-,J�����`�E!G��#%�1�$�²�����
��!Gg�#��1
-�o(*���>�����?��#���+Y��#%�>�/�G2@���>�����6�>#%+-#%�c
��o(*���>�-�%����#%��+
��#%�>��A
OP���D�X���%�%�GQ #%+�,:,����*�*����!$��,�����#&���-�£Q\!��\�������9���0�L���)� � �E!��
!$�

�X��� ���-�D�>#%+-#%�c
�� ��!$j@�*�0�-!�+��������-�%�*�Ñ|&�L·G�S�P¶3���0�\�����C,��)�3��� #�+
���*(����L!$�0#%+-,C�$�E�����u�������-�*#&�u2�!��%
��*�e!�+-�5!��%�%�)(L!$���[�����*����+-���)�R��+��
#%+6���
!G�J�$�E�����LAJ^\�D�*2@�?�0�/�	���*�FVF!��%�%�)(L!$���c�����1+���g3�C,��)�3�����>�����

�-��!*�)���eQ �����0�\(*
��0���*+)�e�-
�+
�����W�
!$�u���-�[�%�L!$�	��2�!$��
���AeTz+]| ÆG��#&�eQ\!$�
�����G2@�*��v"#%+R���-��(*��+3���?g��t�����0(?���L��
��%#�+�,)w9���
!$�²���-�W!��������Lg�#���!G��#%��+
�"!$(������D��� � �E!��
!$�"� �D!$�%,�����#&�����Á#%�5�3# Çc�X���`���-�C�E!G��#��>�������������/A
bCc�d!e�fKd^g ��A {3A����
	��P¬ ªL°�ª ¥�
 ± ª�­ ¯ ¤�¬E§ «X° ¥ ª m ° §SÈ É È?± ª�©bª j9¨j
¬	¤�l�§K¥ ª$« §S¤ © Ë ª m « ¤�¬8¤	ËJ��# Ç1Ë*¤�¬ «X° È:È ©-ÉLÊ ¨S¬ ª�« §S¤]j
¬0¤�¦ ­ È?¥2p
TU+'���-�7+-��g3��OP���*�����*�/V[QP�6#%�>�����G2@�����-#%�>���*�0
-�&��!$+
�Y�0���LQ

���
!G�DQ[�5(L!�+6!$(?��#%�*2@�8!�+)�](*��+��	�E!�+)�D�K!�(����$�R!G���-#&�0�E!$��#%�&�/(*�%���0�8���
�J�X���`���-�J�*+32)�34S�E!$��#%�c�������-�%�*�/A
bCc�d!e�fKd^g ��A ��A#" ° È?¬�È5§X± ª ?>" ® @ Ë�¤�¬ «X° È1È ©-ÉLÊ ¨f¬ ª�« §S¤Ij-¬0¤@¦*¨

­ È?¥ x ° È ©bª�­K­ j ­%ª$Ê È?¬E± °�ª�É È «X° È/± ª ¥�È�n « § ­ § «"Ê Ë*¤�¬�È ª m °Z¯ ¤L¤�i�ph�n3¬ «X° È?¬?¥:¤�¬�ÈXkSx ° È ©H«X° È © n3¥>¦EÈ?¬1¤	Ësj ­%ª�Ê È?¬E±R§K±�m�¤ © ± «fª$©-« k «X° È?¬0È§K± ª�© h ? " ® @ p
�sf^e�e��K�C¾W���K�$���C,���#%+-,8#�+)���R���-�`�����E!�#%�%�[�$�²�����`�����)���NQP�`,�#%2@�

!�����#%���D��
����%#%+-�]���D���-�����*(?��+-#�Ä)
-��A'ÅC
��>!$�%,�����#&������#%�:�0#%�>#���!G�
���6| {G�h!$+
��| {$·$�SA ÎC�LQP��2@���`��
��C����xU�*(���#%2@�5�K
-+�(���#%��+6���)�*�C+���� m-�
#%+/���-�*#&�`�X�E!$�>��QP�$��jNA`OP���8!��%,��$��#%�����s#%�D!��D�X���%�%�LQ �*� � #%2@��+6��
��
����#%,�#�+-!���#�+��	�E!�+�(*��V$QP�[����
-+
�5���-�W
���#%�%#%�z�5���9�*!�(E�c,��)�3�5���C�����E!�#%+
!](��@!$���0���	�1#%+��	�E!�+-(��:#%+.Q �-#%(E�.���������c#%�5!](���+-�	�E!$+)�5+�
��c�9���C���
��#%�	��#%+-(?�W
���#%��#&��#%�*� v"#"A ��A%V3!D(*��+-�	�E!$+3��+3
-�1�9���u�$�N��#&×N������+3�e�z���9�*�e���
,��)�3���Ew?Ah�=�\���-�*+>�0���LQI���
!G�[#%+>���-� +���QM#%+-�	�E!$+-(*��V)QP�`(L!�+>m
+-�
!�+.������#���!$�h�0���%
���#%��+.�)���0�L!$��(E�-#%+-,]�K���5��2@���0���-��!*�)���8!$�>��+�,7!
(*��+-�	�E!�+)�[+�
��c�9�����$�t��#%�	��#�+�(��\!$�0�0#%,�+-�>��+3���W���F,��)�3���*AWOP�-�`(*��+�4
�	�E!�+)�:Q #%�%�`�9�7��g��9��+��*+)��#�!�� #%+Z�����/!��������Lg�#%��!$��#%��+Z�
!G�E!��>�������
�G� B*AMOP��#��>���-�0����2�!$��#%��+Y�*+-!��������>
-�c���H(*���>��
��������-�]������#%��!$�
�0���%
���#���+Y#%+=����������
-+
���L��#%+-�	�E!$+-(*���)�=�0����23#%+-,.!6�0����#%�*�:�$�D#%+�4
���*,����:������,��E!$�>�8Q #&���Z!6(*��+��	�E!�+)�1+�
��c�9���5�$�`2�!G��#;!$�-�%�*�1
-�0#%+-,
,²��+-�	�0�E!!� ��!��%,�����#&���-� |&�G{L�fA�^ �X�����em-+
��#�+�,J!$+c������#%��!���!��%�%�)(L!$��#%��+
#%+c���-�P����
-+-���L�c#%+��	�E!�+-(���V�Q[� Q #%�%�
(*��+32@���0�h#&�[#%+)���R!$+>!��%�%�)(L!$��#%��+
�K�$�R���-�8����#%,�#%+-!���#�+��	�E!�+�(*��A5TU+6�����1Q �-���%�c�����)(��*�0�*V²���������:!G���>{
�0��
���(*�*�J�$�[�?�0�����L�D(*���>��
���#%+-,:�����8����
-+
���L�/#%+-�	�E!$+-(*�8�X�����Á���-�
����#%,�#�+-!��e��+-�8!�+-�]�0�E!�+��	�K�����>#%+�,������R������#���!$�u!$���%�)(L!G��#%��+H���h���-�
����
�+
���L��#%+-�	�E!$+-(*������!�+'!$���%�)(L!G��#%��+Z��� ���-�>�$��#�,�#%+
!��\#%+��	�E!�+-(���A
�=�J!$���8!������J���c�9��
-+-�������R���0�����`�)���C� B*A
,²�?� ;��9��!�+d#%+��	�E!�+-(����$� ���-�>�������-�%�*�/VuQ #&��� �Y�-��!*�)�����*V'�

,��)�3��� !�+-�:
���#%�%#%�z� Ó v��zwh�X���\,��)�3�	�0AhTz��� R=�7�����*+>���-�`������#%��!$�
�*+32)�34f�E!G��#%�.#%��� !�+-�Y!$+3�Z!$�%���)(*!$��#%��+a#%�>������#%��!��"AIÎD�*+-(��]QP�
(L!$+7!$�0�0
-�>� Q #%������
��\�%���0�\���t,��*+����E!��%#&�U�>���-!$�������eAe���D�	�E!G�0�
Q #&���/�0���>�C�
!��0#%(R�"!$(����D!��9��
��\���-�R������#%��!��N�0���%
���#���+²A
,²�?���Y�9�J���-�J!G2����E!�,��8
���#%��#&�z�]�$�u���-�R����!L�@�����*V

�=q �
�������� Ó v��zw

Tz�9!��%�������P,��)�3����Q[�����`��#%23#��0#%������V@QP�\(*��
-���:!$���%�)(L!G���C!`�X�E!�(?��#���+>���
�G�G���;�����¹�L!$(?�1,��)�3�c���C!D�-��!*�)����!$+
�8�*2@���0���9�3���RQ[��
��;�5���*(*�*#%2@�
!c
���#��%#&�U���$�h��g�!�(����&��� A
�=�[����#%���-�8�0j@�?��(?�1�-�LQ'���J�
!$+
���%�\,��)�3���hQ #%���c
���#%�%#%�z�c,$���L!$���?�

���
!$+��\A[¶�
-���9���0�C���������R��g�#%�	���`!c,��)�3�"�hQ #&��� Ó v��zw����\A�Tz�@��#%�
!��0�0#%,�+-�L�.���7!]���;!*�)�?�\Ò�#%+=!$+�������#%��!��h!$���%�)(L!G��#%��+²Ve�����*+����-�����
#%�J!$+.!$�%���)(*!$��#%��+HQ #%���/�����1��!$�>�5���J�%�*�0�D�*+32)��4S�E!G��#��>#%+6Q �-#%(E�r�
#%�8�����>��+��%�.,��)�3�d!$�%���)(*!$���L�=���>ÒtA7Ot�/�0�*�>����#��*Vu�0
-�-�9���0�>���
!$�
�-��!*�)���`Ò�����(*�*#%2@�*�5,��)�3�<�D!�+-�.�0���>�>�����-�?�5,��)�3�FVh��!*�"�/#�+=!�+
������#%��!��9�0���%
���#���+²A�,²�?�PÖ5�9�D�����D�9�����0��+�Q #&�����>#%+-#%�c
�� 
���#%��#&�z�
!�+-���-
�+
������Õ � � BFA/OP�-�*+ Ó vfÕ � � B
woR��Ú!$+
���)�H,�#%23#%+-,�,��)�3�
�����=Ö3V #%��#%���L!��	�Z���=�0�*�6���-!$�>���-�]�E!$��#%�'���)�*��+�����#%+-(����L!$�0��V
!�+-�c�-��+-(*�\���-�\+���QY�0���%
���#%��+>#%�W!��%�0�5������#���!$�"AhOP�-�����?�K�����`,��)�3���
Q #&���7��#�,��]
���#%��#&�z��(L!�+��9�J!$�0�0#�,�+-�L�����1����!L�@�����\
-+)��#%�
QP�C!$���J�%���;�
Q #&���:,��)�3���W���-!$�h��!$��#%�	�;� Ó v��zw�R��\AhOP�-#%�W���)�*�h+������>�L!�+8���
!G�W#&�
QP�D�
!L2@�`!5�WOt^J¶c�K�$�P���-� (L!$�0�DQ �-��+ Ó v��zwsR����K���\!��%�K�0V)QP�`(L!�+
���?��#�2��J!8�WOu^C¶>�X���\�����C,���+-���E!$�F�������������/V�!��\#%�[���-�D(L!��0�C#�+H| {G�SA
TU+��	���L!���QP�JQ #%�%�t�
!L2@�J���1����
-+-���z�-#%, �>,��)�3���J!$�-����������#�!G���*�&�7�0�



���-!$�h#%+c�����[����
�+
��#%+�,C#%+-�	�E!$+-(*�P�����*#&�h
���#%�%#%�z�8#���!$���0�R��#%,��-�?�e���
!�+
�����>(*���0�����0�9��+
��#%+-,H!L2@���E!�,���
���#%�%#%�z�)V �\A7�=�:Q #%�%�[�����*+=��
����-
��
!$+6������#���!$�t�0����
���#%��+/�K�$�C�����J����
-+-���L�]#�+��	�E!�+�(*�5#�+/Q ��#%(?�/�0
�(?�
,��)�3����!G���7!$�0�0#�,�+-�L�d�����-��!*�)�����8Q #%���'+��H�$���-���c,��)�3�'#%+'�����*#&�
��
-+-���%��A
��� ���>#&�[�����D�����E!�#%�%�[�X���\�-!�+
���%#�+�,5,��)�3���WQ #%��� Ó v��zw ���d!�+
�

�;�����l+-�LQ¹��+6Q[�8Q #%�%��!��0�0
-�>�R���-!$� Ó v��zw9R �I�K�$�R�*2@�?�0�"�0AC���
�-!L2@�C���-�J�X���%�%�LQ #�+�,>�"!�(?�L�
��� w�� g �3A Ç�A��XË Ó v��Uw?R �aË*¤�¬]È É È?¬ Ê6¯ ¤L¤�i\�)k «X° È ©Z«X° È?¬�È6È)l�¨§X± « ± ª�© ¤�j « §K¥ ª�­hª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ © >¹qÐvA> & .Q#4#0#0.X>9B�w1±�n m °H«X°�ª�« &� �HRÓ vA> � wsRI{ �9p

OP���J�����)�$�e#%� �3���0���LQ #�+�,c���
!G� #%+7!c,�#%2@�*+�������#%��!$�F�0���%
���#%��+FV
#&�
#%�u�9���0�0#%�-�%�[��� ���L!��%�%�)(L!$���P�����W,��)�3���e�0� ���
!G�t���-���*+32)�34f�E!G��#%�D���)�*�
+����`#%+-(����*!��0�8!�+-�����-�C(*��+-��#&��#%��+-�`���t���-�J(*��!$#��Á!G���R��!$��#%�	m
�L�NA
���WQ #%�%��+��LQZ���*�0(���#%�9�\���GQd���`����
�+
�R���-�[2�!��%
��*�e�������-�[,��)�3���

!$+
�I�����E!$#�+I!�+M#%+��	�E!�+-(��6#�+ZQ �-#%(E�I���-�����7#�����+-�&�M!.(*��+��	�E!�+)�
+3
��c�9���²���
��#&×N�����*+)�t�z���9�*�t�$�
,��)�3���\v"#"A ��Ah!`(���+-�	�E!$+)�e+3
-�c�9�?�t�$�
��#%�	��#�+�(��\2�!��%
-���[�K�$�\���-�`,��)�3���Ew?AWOP���C(*��+-�	�0��
-(?��#���+]#%�P�����D��!$�>�
!$� #�+�| {L�u!$+
��QP�J���*�9�L!G�`#%�`�������C�K�$� ���-�J��!$j@�R���e(����>�-�%������+-�*�0�*A
���\Q #��%�N���*+-�$���`����� ����
-+-���L�:#%+-�	�E!$+-(*�`�)�&;	�[v�
9w?V@Q ��������
�#%�

!��9���0#&��#%2@�:(���+-�	�E!$+)�R!�+-��Q #%�%�h�9�:�����������>#%+-�L�/��!G�����>v�
HQ #%�%�h�9�
� v	���EBEw0w?A��=�CQ #%�%�t�$�X���*+/���>#&��
7#%+7�����J+-�$�E!$��#%��+FA
���Wm����	�e����
-+-�5�����P2�!��%
-�W���9�*2����0�5,��)�3�5Q #%���1���*��!$��#%2@�*�&�8�-#%,��

2�!��%
���A:Tz+.�-!$�0��#%(*
-��!G�LV²�X���8�*2@���0��,��)�3���\Q #&��� Ó v��zw � �S�

²V²Q[�
����
-+-� Ó v��UwJ���/���-��+���g3�1#%+)���*,����:�1
-�&��#%�-�%�>��� ����
K��A�³`��
-,��-�&�����#%�P�>�L!�+������-!$�WQP�D����
-+-��
��:���-� m-���	�[���*!��	�\�0#%,�+�#&m
(L!$+3�\��#%,�#&���
�$� Ó v��zw?A'�=�](L!�+�+-���>!$×N���E�d���.���.�����]��!$�>�]�X����,��)�3���>Q #%����0��!$�%�92�!$��
��C�0#%+-(��D���-�`���0���$�\#%+3�0���3��
-(*�*���)�c����#%�P�����)(*���0�\�>#�,��)�
�9�H2@���0�I�-#%,�A£TU+��	���L!��NV`���?��Õ£�9�����-���0
-�Ø�$�1�����H2�!��%
��*�7�$�
�����/,��)�3����Q #&���M2�!��%
��/�%�*�0�>���
!�+ �S�

²Aa�=�7����
-+-�IÕÚ���.�����
+���g3�8#�+)���*,����8�c
��%��#%�����c��������
²Ve��!*�=Õ��[A�TU+��	�E!�+�(*�<;	�[v�
9wDQ #%���
�-!L2@�JÕ � 
K� �=+-��QI,��)�3���WQ #%����2�!��%
-� ����
²A�OP�-#%�W(*���>�����?���*�W�����
(���+-�	�0��
�(���#%��+FAC�D�����R���
!G�C#%+1; � v�
9w\!��%�e2�!$�%
-�*�C!$���8���h���-�R�K�$���
J ����
K��V9Q �-������
 8 J�8�
K��ARÎC�*+�(*�5QP�c�-!L2@�1��+-�&�H!�(*��+��	�E!�+)�
+3
��c�9���\�$�h��#%�	��#%+-(?�D2�!��%
��*�*A
,F���s1��6�9�\���-� �0���W���F,��)�3���[#%+:���-�\+���QM#%+-�	�E!$+-(*�`!$+
� Ó �[v��zw�9�R�����82�!��%
��R�����L!�(E�6,��)�3�NAC,²��� � � q &B � � � ��� Ó � v��zw?A Tz�`#%�

�*!��	�����:�0�*�J���
!G� �=8����d!$+
�]���-!$�`!��%�F2�!$�%
-�*� #%+I;	�Wv�
9wP!G���1!G�
�>���	� � � ARÎC�*+�(*�8�3�� [�;!$#%� ��A Ç����-�����1#��J!�+�������#���!$�e�0���%
���#%��+
>��.qÚvA>�� & .�#0#0#4.X>��B wh�0
�(?�:���-!$�\&� ��� R Ó vA>��Ô wSRI{ �����X���\�*2����0�Ò²AeTU+:�����C!$��,�����#&���-�£�9�*�%�LQMQP� Q #%���9�0�*!$��(E���X���\�0
�(?��!5�0���%
���#���+²A
�������������*�0�*+)�h! �-��!*�)����� �u��
-+-���%�W�)�J!`2@��(��������hq¹v����^.�#0#4#0.�� � � w?V

Q �����������5#%� �����C+3
-�1�9���\�$�u,��)�3���`Q #&���]2�!$��
��>J �S�

 � !$�0�0#%,�+-�*�
���]�-���LA1�=�cQ #%�%�h���-�*+H��!*�H���-!$�R�����c�-��!*�)���5#%�R�$�P�U���9���?A>OP���

���#%��#&�z�5������#%2@�*�R�;�������²#%� Ó v��0whqP� � ����J �S�

 � A ,²���! '�9�����-���0���
�$�u!$�%�F�9���0�0#%�-�%�D�z���9������V�Q #%��� &� � � R Ó v���wSRI{ � � AhTz�W#%�P�L!��	�>����0���[���
!G�:K  KG#%�e�9��
-+
���L�R�)�5!D(*��+-�	�E!$+3�tQ �-#%(?�1#%�e��g��9��+-��+3��#�!$�)#�+

²AhÎD�*+-(��`�X��� !5�-��!*�)���[���F�U���9�"�SY# 8V3���-�?���D#%�P��+-�&��!5(*��+��	�E!�+)�
+3
��c�9���t���N��#��	��#%+�(��e2�!��%
-�*�u�X�����-�?�e
���#%�%#&�U�)A@,F��� �>v$ Jwt�9�W���-�[�0���
�$�t�����*�0�J2�!��%
-�*�*V�#"A ��A �>v$ JwWq�º � � Ó v���weq � �X���D�0���>���sY# R»)A���:(L!$+�+-�LQ_�0���GQ ���GQ¹���]m
+
�6���-�1������#���!$�h�*+323�34S�E!$��#%�]#�+
;	�[v�
9w?AcB-�$�8!��%�W�-!�#&���R���[2�!$�%
-�*� � & . � � Y �>v$ Jw?VFQP�cQ #%�%�W�0���%2@�
�����H�X���%�%�LQ #�+�,a����(*#%�0#���+b�������������/�'TU�7����������!$+�!��%�%�)(L!$��#%��+�#�+
Q ��#%(?�8���-�P
���#��%#&�U�5�$�9�*2@�?�0�5�-��!*�)���e#%�h�9���UQ[�*�*+ � & !�+-� � �&% ¶�#%+-(��K ��v$ Jw KF#%�5(*��+��	�E!�+)�LVe!G�X�����1�0���%23#%+-,7������!��9�G2@�:�������������Ñ�K���c!��%�� & . � � QP�5(L!$+/��
����-
��\�����5!��%�%�)(L!$��#%��+H(����0���*�0�9��+
��#%+�,:��� � � & . � ���X���`Q �-#%(E�7���-�J�>#%+�#��1
-�_�E!$��#%� � �� � � � & #%�`!$�0�E!$#�+��L�FAO²���0���%2@�]���-�6���*(*#%�0#%��+I�������������/V[QP�]Q #��%� Q\��#&����!�+Z#�+)���*,����
������,$�E!���v"TU�[w`Q #&���.!�(���+-�	�E!$+)�R+3
-�c�9�?�C�$�[2�!$��#�!����%�*�5!�+-�H
��0�
,F�*+-�	�0�E!/� �D!$�%,�����#&������|%�L{G�SAWTU+����-�D�X���%�%�LQ #�+�,>T	�uV3�K�$� �L!�(E�'�sY# 
Q[�C�-!G2��D!$+�#�+)���*,����\2�!$��#�!����%��(�)h#%+-��#%(L!$��#%+�,1���GQI��!�+)�:����!L�@�����
!G���]�$� �U���9����A�OP����m����	�8(*��+��	�0�E!�#%+)�:#%�>�-�%#%�*�5���
!$�c!��%�P����!L�@�����

Q #%�%�u�����E!�#%+�!�+6!$�%���)(*!$��#%��+H���h�U���9���qY* ¹!�+-�]���-�R�0��(*��+-�7���
!$�
!��%�²,��)�3���D!$���5!$�0�0#%,�+-�*�FA�Tz� #%�`���323#���
-�P���-!$� ���-�R���*(*#%�0#%��+/��������4
�%�*�sQ #&����#%+��-
���� � & . � � �-!��5!]�0���%
���#%��+.#%×d�����:(*�$�0���*�0�9��+-��#%+-,#%+)���*,����8������,��E!$�<#��5�K�*!��0#%�-�%��A/OP�-�������X�����>QP��(L!$+�m
+-�������>����4
��#%��!��h�0���%
���#���+��$�
;	�Wv�
9wC#%+.�9���&��+����>#�!��e��#%�>��A1�C�$���c���
!G�J���-�
!�(?��

!��F��
-+�+-#%+-,c��#%�>�R#%�`��g��9��+-��+3��#�!$�t#%+#
/Q �-#%(?�7#�� ���-�R���L!$�0��+
Q �)��QP�JQ #%�%�²m
+-!��%�&�7�����E!$#�+/!:�WOt^J¶]!$+
��+-���D!$+/Be��Ou^J¶9A
TU+����-�J�X���%�%�GQ #%+�,�TU�uV+ �, �, � #%� ���-�J�0�?�D�$��!��%�²�z���9�*�-��Y. ��0
-(E����
!G� � & 8 Ó v���wS8 � � !�+-�2� � #%�[���-�`+3
-�1�9���h���²,��)�3���\#�+<;	�[v�
9w���h2�!��%
��>J ����
 � A

�) �	/ ( ) q��
�) �	/ (�)0���Jq��1� ��J

( ) �Y· �2( ) Q #&���3�SY. , �, �
( ) qa· �2( ) Q #&���3�SY. u�4 �, �, �

�=�D+-�*�*�����8�0�*�J���GQa�����C�$��#�,�#%+
!��F#%+-�	�E!$+-(*�J#%�P���*��!G���L�����8���-�
����
�+
���L�=#%+-�	�E!�+�(*��A=OP�-���K���%�%�LQ #%+-, ,F�*�>��!7�
!$�:�9�*�*+d�����G2@�L�
#%+=| {G�S�
v'd!gqgqw ��A Æ)A�5uÈ « > q�vA> & .�#0#0#0.�>9B�w�¦EÈ ª�©Zª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ © § © ;�kx ° È?¬�È &� � R Ó vA> � w\RÁ{ �Cp " ° È ©Y«X° È?¬�È�È)l�§K± « ± ª�©aª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ ©

{ qÚv { & .�#0#4#0. { B
wJ§ ©6«X° È8¬	¤�n © i)È)i�§ © ± «fª�© mEÈXk ; � kh±�n^m °7«X°�ª�«%}
Ó vA> � w V �


 ��8 Ó v { � wS8 
 �M�

 Ó vA> � w5� �


 �
®D­ ±?¤=§ Ë { qÙv { & .�#0#0#0. { B w7§K± ª�©yª�­X­ ¤�m ª$« §S¤ © § © ;	� ±�n^m °I«X°�ª�«&� ��� R Ó v { � w2R { ���Sk «X° È ©Z«X° È?¬�È�È)l�§K± « ± ª�©Iª�­K­ ¤�m ª�« §"¤ © > q
vA> & .�#0#4#0.�> B wXkh§ © ;�±�n m °/«X°�ª�«%}




 �M� Ó v { � w V

{

 �=8 Ó vA> � ws8 Ó v { � w5� �


 �
�=�5!G���5+-�LQb���*!����]���>�����G2@�R��
��COP�-�*�$���*�/A ÅC
��C!$�%,�����#&�����

Q #%�%�D�9��� � #�2��*+I#%+-�	�E!$+-(*��;
V[(*���>��
��������-�/#%+��	�E!�+-(��I; � VPm
+-�
!�+�������#%��!$�[!$���%�)(L!G��#%��+=> � qsvA> � & .�#0#4#0.�> �B wJ�X��� ; � Vh!$+
�H�����*+(*��+�2����0�\> � ����!�+M!$�%���)(*!$��#%��+P>�qÙvA> & .�#0#0#0.�> B w1�K�$�
;�
-�0#%+-,,²���>��!Z�3A Æ)A\ÅC
����-
��q>8A
¶�
��-�9���0�/Q #%������
��7�%���0�]���5,��*+-���E!$�%#%�z�M���
!G� Ó vA>�� & w�8 #0#0#Z8

Ó vA> �B wF!�+-� Ó vA> & wS8P#0#0#�8 Ó vA> B w?A@,F���@> � qÚvA> � & .Q#4#0#0.�> �B w²�9�[!�+������#%��!��t�0���%
���#%��+/���<;���!$��#%�	�;��#%+�,������R(*��+-��#&��#%��+��D�$�W [�;!$#%�7��A Ç
!�+-�7!$�0�0
-�>� Ó vA> � & wS8H#0#0#�8 Ó vA> �B w?Ae�=�CQP!�+)� ���:�0�-�LQR�

Ó vA>CB-w
Ó vA> & w

8�v	�C� BEw Ó vA> �B wÓ vA> � &
w

¾W�	,²���>��!Z�3A Æ1Q[�Rj3+-�LQy���
!$�L�
Ó vA> B wS8 Ó vA> �B w5� �


 ��8 Ó vA> �B whq �

 � � 8 Ó vA> �B w�v	�C� {


 w
¶�#%�>#%��!$��(L!$��(�
-��!$��#%��+��[��#%�*���F� Ó vA> & w � Ó vA>�� & w�v �� ( & V76� w?AhOP�-�����?4�K�$�����

Ó vA>9B�w
Ó vA> & w

8 Ó vA>��B w
Ó vA> � & w

v �C� ���� ( & V86�
w

�=�6+��*�L�Y���=�����;!G���6���-�6������#%��!��`�0���%
���#%��+y#%+ ;	��Q #&���M���-�
������#%��!��N�0���%
���#%��+6#�+
;
A�¾W��
-�0#%+-,1���-�Cm����	� �
!$�0� �$�O,²�*�>��!I��A Æ
!�+-���)�H�9���0�K�$���>#�+�,6�0#%�>#���!G�c(L!$�%(*
-��!$��#%��+-�1Q[���
!L2@�:���
!G�5���-�����
��g�#%�	���`!�+6!$���%�)(L!G��#%��+�>C�
q¹vA>E� & .�#0#0#0.�>C�B w[#%+I; � �0
�(?�����
!G�L�

Ó vA> �B w
Ó vA> � & w

8 Ó vA> �B w
Ó vA> � & w

v
� ( &� � ��
��V �� w



¶3#%+-(*��> � #%� !�+7������#%��!��N�0����
���#%��+/#%+ ; � �����C�E!$��#%�:#%+	> � Q #%���
�9�8!G�C�%�L!$�	�R!��`�-#%,�!��`#%+�> � A\ÎD�*+-(��R�3�](*���c�-#%+�#�+�,c���-�8!$�9�$2��
�*Ä3
-!$��#%��+��\QP�Jm
+-!��%�&�7�-!L2@���

Ó vA> B w
Ó vA> & w

8 Ó vA> �B w
Ó vA> � & w

v �C� ���� ( & V86�
w�v
� ( &� � ��
�qV �� w

8 v�
 �a�Lw�v�
 �Z{�w�v�
 � �@w
v�
?V�{�w�v�
 � V�Ç 
UV.Ç)w �>= :

OP�3
��*V9#&��Q[�5�0��� 
]qÚÆ�Ã3�EB*VN#&�C#%�C�*!��	�/���>�0�*�5���
!G�D�����R�"!�(?�����
Q #%�%�t�9�5!G�`�>���	�R�C�DBLA
B����`���-�5Be��Ou^J¶]#%+/�����R(L!��0�R���
!G� ���-�5+3
-�c�9�?�\�����-��!*�)����� #%�

(���+-�	�E!$+)�LV������J�����)�$�e#%�`�)�>����
-+
��#%+-,1�����J,��)�3���C!$+
����
-+-+�#%+-,1!
�3��+
!��>#%(J������,$�E!��>�>#%+-,c!��%,��$��#%�����<|%�*¸$�SA

4. TRUTHFULNESS¶3���"!G��QP�6�
!L2@�/!��0�0
-�>�*�Z���
!G�>QP�6(L!$+M�����E!�#%+I�����6!�(���
-!��

���#%��#&��#%�*�`���e�����J�-��!*�)�����\�K�$�D�����J,��)�3���*APÎD�GQ[�*2@���LV�#%+/��!�+)���0#&�04

-!$��#%��+����-��!*�)�������W
���#%�%#%��#%�*��!G���/����#%2�!$���/#%+��X������!G��#���+a!�+-�Z�������
�>#%,��3�`�%#%�c!$�9��
��D�����*#&�C2�!��%

!G��#%��+-�`#%+6���E�����D���>�����E!$#�+�!:�9�?�0�����
��
-+-���%��At����Q[��
��;�5�%#%j@�W���`#%+�2��*�	��#%,@!$���W���-�WÄ3
��*�	��#%��+8����Q �-���������
Q[�7(L!$+'�
!L2@���>�*(?�-!�+�#��0�>�5���
!G�:�*�%#%(*#&�:�0��
������K
��P
���#%�%#&��#%�*�c�X�����
�����:�-��!*�)�����8!$+
�H!��%�0�6�����3��
-(*�>!$�%���)(*!$��#%��+��1Q #&�����>#%+-#%�1
-�Á���
�9��
-+-���L�7��+�2)�)AP^Ú�>�*(?�-!�+�#��0�n#%�`�0��
������X
-�²#%�e�X���C�*2@���0�7�-��!*�)���LV
����� �����$m-�\#%�\��!Gg�#%�>#%k*�L�>�)������(*��!$��#%+-,1�-���\�0��
��C
���#%�%#&�U��#"A ��A��9��4
#%+�,c�0��
������K
-�N#%�D!:�����>#�+-!�+)�\�	�0�E!G���*,��)A
Tz+7���-�R��!$�	�C�K�?Qb�)�*!$���*V-�0��
������X
-�t�>��(?�-!�+-#%�0�>�\�-!G2��R�9�*�*+7�����

�0
���xU�*(��H���1���*�0�L!G��(?�Ú���0�9�*(*#�!��%�&��#%+����-��(���+)����g3�6���>!�
-(?��#���+-�*A
ÎD�LQP�*2@�?�LVP
-+��%#�j��7��
����������-�%�*�/V[!�
-(?��#���+I�>�*(E�
!$+-#%�0�>�:!G����!��&4
�%�LQP�*������(*���>�9�*+-��!G���5�����5�-��!*�)�����DQ #&�����>��+���������j��*�*�/���-���
�0��
������X
-�"A
���eQ #��%�@�����*�0�*+)�t! �0#%�>������!G��,�
-�>��+3�N���\�����$2��h���-!$�t!�+)�D�>�*(?��4

!$+-#%�0�¹���
!G�W(����>�-
����*��!C�>#%+-#%�c
��:4f�*+323�J!��%�%�)(L!$��#%��+�(*!�+>+-�$���9�
�0��
������X
-�F�*2@�*+]#�+/�����J�0�9�*(*#�!$�u(L!��0�RQ �������R���-�J
���#��%#&�U���K
�+-(���#%��+-�
!G���8!��-��#&��#�2���A
b9c+d^e�fKd!giÇ�A���A ®`©-Ê ¥�È)m °�ª�© §K±�¥ «X°�ª�« ¬�È « n3¬ © ± ª$©�ª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ ©xh§ «X° ¥c§ © §K¥on3¥�j�¤$±E±�§S¦ ­ ÈRÈ ©�ÉLÊ m ª$©-© ¤ « ¦EÈ « ¬Xn «X° Ë�n ­ p " ° È ± ª ¥>È`§K±

« ¬�n-ÈWË*¤$¬ ª�©�Ê ¥�È)m °�ª�© §K±�¥ «X°�ª�« ¬�È « n3¬ © ± ª�© È ©�ÉLÊ ¨ Ë?¬0ÈEÈ ª�­K­ ¤�m ª�« §S¤ ©x ° È © È É È?¬ «X° È?¬�È:È)l�§K± « ±8¤ © È�p
�sf e�e��K�C,²��� � �9�c!>�>�*(E�
!$+-#%�0�Á���-!$�C��
�����
����C!�+H!��%�%�)(L!$4

��#%��+�Q #&�����>#%+-#%�c
��l��+�2)�)A: [��+��0#;�����5���-�8�K���%�%�LQ #%+-,�#%+-�	�E!�+�(*���
���D�-!L2@�\�UQP�5���;!*�)�?���*V9�C!$+
��{R!�+-�#J ��{J,��)�3���*A�Tz+>�
!$�0��#%(*
���!$�
Q[�R�
!L2@�J,��)�3���9V�,��)�3���R!$+
� J��*,�,��*AS,²����� � ��!*� J:qÚ�*·�·3APOP���
Jd�*,�,���!G���7�-��!*��#%+-,6���-�������%�/�$�J!$+I!$���>���	�>��#�23#%�0#%�-�%�7,��)�3�Y�$�
2�!��%
��]·3A {3A.¶�
��-�9���0�������>�-��!*�)�����8�
!L2@�>���-�:�X���%�%�LQ #�+�,�
���#��%#&��#%�*�
�X���`���-�J,��)�3���*�

Ó & v���weqa·!# Ç@Æ/. Ó & v��*whqy·/# �@Æ/. Ó & v"�*,�,3whq�·/# {��EJK.

Ó � v���whqa·!# �@Æ�. Ó � v��*weq�·/# Ç@Æ/. Ó � v"�*,�,)w�qa·/# {��EJ
OP���J�0�9�*(*#&m-(J#%+-�	�E!�+�(*�J!����>#&���\!$+7�*+32)�34f�;���*�D!��%�%�)(L!$��#%��+F�P,�#�2��

���]�-��!*�)���:�c,��)�3����!�+
�.{�Æ��*,�,��5!�+-�H,�#�2��c���-�8���*�	�J���7����!L�@���
{)A�OP�-�����?�K�����C#�+����-�D!��%�%�)(L!G��#���+7���
!G� � Q #%�%�9��
�����
��W���-����� Q #%���
�9��+��=�*+32)�)Ay,F���	>s�9�/���-���
!G�0��#&��#���+M���
!G� � ��
����-
����>�X���
����#%�1#%+-�	�E!$+-(*��A6�C�$�������-!$�8#%+u> �L!$(?�d���;!*�)�?�1���*(��*#%2@�*�8��g�!�(����&�
��+-�]���C�����7,��)�3�����9V	���9�*(L!$
-�0�/#&�D��+��7�-��!*�)���c���*(*�*#%2@�L�'�9�����
�����*+d���-�����������:���;!*�)�?�cQP��
-���'�*+323�.�-�?�LAd^D�%�0��QP�]+-���������
!G�
#&�1#%�c�h��!L�@���]�>Q ���/���*(*�*#%2@���
�9A6Ot�6�0��������#%�*Vh�0
-�-�9���0����+������
(���+)�0�E!$�0�����
!G� �-��!*�)���J�C���*(*�*#%2@�*���$A�OP�-�*+]#%+7���E�����\�K�$�E>����1�9�
��+�2)�34S�X���*�D�-��!*�)���J�D�0�-��
-���>���*(*�*#%2@�R!G�\�%�L!��	�DÏ�Æ8�*,�,��5v"���������0Q #%�0�
�����J�-
�+
�����JÕ=���e���;!*�)�?�R�J#%�\QP���0���]�%�*�0�\���
!�+H�G��{c!�+-���0���CQ #%���

�9� �*+323#���
-�Ew?A�¾[
��W�����*+>�-��!*�)���P{CQ #%�������*(*�*#%2@���:!$+
�>!$�[�>���	�P{�Æ
�*,�,��`�0�:�0�-�CQ #%�%�t�9�C�*+32�#%��
-�*V-!c(*��+)�0�E!���#%(���#%��+FA[OP���������X�����5#%+">
�-��!*�)���>�1���*(*�*#%2@���
��!�+
�HOÚ�*,�,��8!�+-�.�-��!*�)���5{����*(*��#�2��*�
�:!$+
�
JZV�:��*,�,��*A[Tf� #��`!$���0�>�*!��	�����:�0�*�J���
!G�C{�ÆZ8u:�8IÏ�Æ3A
�8�-�*�A,/.�:PRMÏGÇ
TU+����-#%� (L!��0�5���;!*�)�?�R�5(L!�+/#%+�(����L!��0�5����� 
���#%�%#&�U�]�3���&��#%+-,>!$+
�

����(*��!$��#%+-,J���-!$��,��)�3�
�8�
!$�h�����0�W2�!��%
-�P�X�����-�?�LAeTz�h#%���9���0�0#%�-�%�\�K�$�
�-�?�D���>�%#%�5#�+6�0
�(?��!cQP!*�7���:�K�$��(*�5���-�R�>�*(E�
!$+-#%�0�n���>,�#%2@�5�-���
���-�\,��)�3���8!�+
�c!$���%�L!��	�O:#�6�\�*,�,��DvS!$�0�0
-�>#%+-,D���
!$�[{C���)�*��+-���
(E�
!�+�,��J�����`����(*��!$�E!$��#%��+9w?AP¶��-�D(L!�+7���*(��;!G���J���
!G� �-���\2�!��%
-!$��#%��+
�K
�+-(���#%��+8#%�*� Ó & v���weqa·!# Ç@Æ!V���. Ó & v��Lwhqa·!# �@Æ �
�W. Ó & vAT�����wuqa·/# {��EJQ �-�?���
�c#%� �0
-(E�]���
!G�L�

·/# Ç@Æ�V��:�av;:A�a�Lw	·!# {3� J]q�����{
�C�$��#%(*�J���
!G�D
�+
�����\���-#%� +-��Qb���*(*��!$�E!G��#���+²V
���������J�	��#%�%�t��g�#%�	���D!�+
�*+32)�34f�;���*�J��
���(*���>��A�,²���C> � �9�J���-�J+���Q���
����-
�� �$� � AW^`,@!�#%+
�-��!*�)���c�cQ #%�%�����*(��*#%2@���9A:OP��#%�8#%�J�0��
��c�9�*(L!$
-�0�:#&�\����!L�@���:�c���?4
(*�*#%2@�����8���-�*+.�0�-�>�-!��R���7���*(*��#�2��>!$�8�%�L!��	� JUV :PVa�:�*,�,��1�0�
���
!G�C�0���5#��`+-�$�WxU�L!��%��
-�*AD¾[
��`���-��+/�-��!*�)���J{1Q #%���²���*(*�*#%2@�8,��)�3�
�/!$+
�6!G�J�>���	�E: �a�o8�ÏGÇ���,�,��DQ �-#%(?��#%+/�����E!$�e#%�DQP�$�0���������0�
���
!$+��G��{3AWÎC�*+�(*�R�-��!*�)���5�JQ #%�%�t,������]!$+
�/!G�`���*!��	�E:D�M�R�*,�,��
v"���������0Q #%�0�J�-�?�\�-
�+
���%�`#%�PQP���0�����%�*�0�\���
!$+�����{�wWQ �-#%(?��#%�\�>�����
���
!$+]Q �-!$�`�0�-�R,������ #%�h�0���J#%�D����+��*�	�LA
�8�-�*� 35.�: �MÏGÇ
�C�LQy#&�`#%�\�-��!*�)���D{8Q ���:(L!�+��0�0�>���:(E�-�L!G�LA�¾W���>#��	�����9���0��#%+-,

�-�?�[
���#��%#&��#%�*�[#%+�!R�0#%�>#%�;!G�P��!$+-+-�?�[!$�[#%+� P!��0�5��V3�0��� (L!�+>�����E!�#%+
!c��#�,��-���`
���#��%#&�U�����-!�+/�9���X������A
TU+'���-�]���*�	�����J�����7�0�*(?��#���+²V\Q[�/�����*�0��+3��!H�0#%�>�-�%�7�0��
������K
��

�>�*(E�
!$+-#%�0�ÙQ �-#%(?��!$���%�)(L!G���*�/���-��,��)�3���7���d���-�H�-��!*�)������
-+�#&4
�K�$���>�&�6!$� �E!$+
�����/A[���1!$�0�0
-�>�J���-!$�`���-�R�0
-� �$�e���-�R
���#%�%#&��#%�*�
���t�L!�(E���-��!*�)���\�G2@���\!��%�²,��)�3���\#%�\��+���Ae�=�`Q #%���F�0�-�LQM���-!$�PQ #&���
�-#%,��/�������
!���#%��#&�z�]�����J��!$g�#%�c
�� �*+32)�����e�����C���*�0
-�&��#%+-,�!$�%���)(*!$4
��#%��+/#%� +-�c�>�����C���-!�+ � v $ ��� & 
��)(+*?w?A
bCc�d!e�fKd^g<Ç�A {3A @ nGj`j�¤�±�È «X°�ª�« ÓLÔ _ � 8 � �)ÒHYH-[. �=YH1 p

" ° È © Ë*¤$¬�È É È?¬ Ê B �¹·!k ª�© iRË*¤�¬ ­%ª ¬ ¯ È]È © ¤�n ¯G° �@k «X° È?¬0È7È)l�§K± « ±
ª>« ¬Xn «X° ËXn ­tª�­ ¯ ¤�¬E§ «X° ¥ ±�n m °7«X°�ª�« xh§ «X°]° § ¯G° j
¬0¤@¦ ª ¦�§ ­ § «"Ê>«X° È ª�­X­ ¤�¨m ª�« §S¤ © ¤Wn « j n « ¦ Ê7«X° È ª�­ ¯ ¤�¬E§ «X° ¥ °�ª ±c¥ ª l�§K¥Zn�¥�È ©-ÉLÊ�ª$« ¥:¤�± «� v $ �u� & 
X�)(+* w�p
�sf^e�e��K�COP���1�����)����#%�C�-!��0�L�/��+/���-�5�������
!���#%��#%�	��#%(8�>�����-�3�NA

^D�%�%�)(L!G���D�L!$(?�>,��)�3�:#%+
�����9�*+
���*+)���%�5���R���;!*�)�?�tÒ:Q #&���>�������
!$�-#%�&4
#&�U�6���W�eA[ [���*!$���&�����-#%�P#%� !5�0��
������X
-�
�>�*(E�
!$+-#%�0�/Au���DQ #%�%�F�0���LQ
���
!G�\Q #&���7�-#%,��7�������
!$�-#%�%#%�z�)V������J!$���%�)(L!G��#%��+������3��
-(*�L����!$��#%�	m-�*�
���-�1�����0#%���*�H�9��
-+
�NAJBu#&g6�zQP���-��!*�)�����PÒ�.	Ö3A � #%2@�*+�Ò�!$+
�6Ö:QP�
���?m
+-��!��E!�+
������2�!$��#�!����%��� � #%+
��#%(L!G��#%+-,/���-�>(���+)�0��#%�-
���#%��+=���
,��)�3�I�J���C���-�\��+�2)�8���N����!L�@���tÒ1�K���[Ö�AeOP�-�\2�!$��#�!��������!�D#%���LÄ)

!$�
���>��V3#&�F,��)�3�I�8#%�[!��%�%�)(L!$���L�����R�-��!*�)���[Ö�V@4���V)#&�t#&�W#��[!��%�%�)(L!$���*�����
�-��!*�)���PÒtV²!�+
��·������-�?�0Q #��0��AcÎD�*+-(*�����!�:qÐ�8Q #%���.�������
!���#%��#&�z�
�G�G�eVCVR�>QRA �²AZ�G�G�a!�+-�d·/QRA �FAZv���VM{�w)�W�eA��=��+-�LQ ����m-+-�
���-�5�E!�+-�����l2�!$��#�!����%����� Ô L8q � � ÓGÔ _ � � � A5 [�%�L!G���&�6���-�8�*+323�7���
Ò.�X���5Ö�#%��T Ô L q ���P�FºG·!.�� Ô L »)A8�=�5Q #��%���0�-�LQÚ���-!$�JQ #&������#%,��
�������
!$�-#%�%#%�z�)V)�K�$�\�*2@���0�JÒ�.	Ö3V�� Ô L�8 � v $ � � & 
X�)(+* w[!$+
�:���-#%�WQ #%�%�(*���>�-�%�����C�����R�����)���zA
OP�-�R�?g��9��(��E!$��#%��+7����� Ô LR#%�*�

�>| � Ô L �9q � � ��| �!�*� Ó Ô _ �Rqa·
Ot�/(����>�-
����1�����:2�!G��#�!�+-(���Vu+������:���
!G�R���-�:2�!$��#�!$�-�%�*�cº�� � »]!$���
#%+
���*�9�*+
���*+)�LAhOP�3
-�*�
�
�N��| � Ô L��9q � � Ó �Ô _ � � �P��| � � �Nq {

� � � Ó �Ô _ � 8 {W�
� � � ÓLÔ _ � q {W�

�



¾���
��0#�+�,� [�-���3���0���*2K� �5#%+-�*Ä3
-!��%#&�U�)VFQP���
!L2@�1���
!$�5�X���c!�+)�H���04
�������L�7�-!�#&�`���e����!L�@�����hÒ�.0Ö8�0
-(E�]���
!G��Ò<NqaÖ1!�+-�]�K�$�4� �Y·��

= ��|%K � Ô L K � �z��8 {W�
� � �

ÎD�*+-(��CQP�R�-!G2����
= ��| ��!$gÔ _ L � Ô L�R �z� q = ��|��

� Ô _ L��
� Ô L�R �U�
qÚ�qV = ��|��

� Ô _ L��
� Ô L � �U�

� �qV �� Ô _ L��
{W�
� � � �y�qV {G� �

� �
Tf�uQP�R�0�?�"�hq�{ $ �<� & 
X�)(+* QP�R�
!L2@�D���
!$�L�

= ��| ��!GgNAh�*+323� RI{ $ ��� & 
��)(+* � �y��V � � � * v	�Lw

5. DISCUSSION AND OPEN PROBLEMSÅC
��W!��%,��$��#%����� �X���W�>#%+-#%�>#%k*#%+-,C�����\�*+323�34S�E!$��#%�CQ[����j3����+-�&�1#&�
�����\
���#%�%#&�U�8�K
-+�(���#%��+����$�9���-�P����!L�@������!$���\���-�P��!$�>��AeTf��Q[��
��;�1�9�
2����0�7#%+)�������*�	��#%+�,:���cm
+-�7!�+�!$�-�����Gg�#%��!$��#%��+/!��%,�����#&���-� �K�$�D�����
,��*+-�?�E!��u(L!$�0��ADÅC+-�5!$�-�����@!�(E�6#%�D���>
��0�1!:�%#%+-�*!$�J������,$�E!��>�>#%+-,
�����;!Gg�!$��#%��+6�0#%�>#%��!$� ���U,²��+-�	�0�E!c���D!$�SA`|&���G�SA
OP�������>!G���:��!�+)�7�����;!G���L�.+�����#%��+��R���W�"!�#&��+��*�0�5�0
-(E��!$�R��!$g34

�>#%+��K!�#&��+-���0�c���c�������9���0��#%��+-!��[�K!�#&��+-�*�0�c!�+-�.QP��QP��
-���=�%#�j������
j3+��GQy�����J(*���>���%��g�#%�z�����u�����*�0�R�0���%
���#%��+/(*��+�(*�*�����*A
^`+-�$���-���1Ä)
-�*�	��#%��+=(*��+�(*����+��8�������0�E!����*�$×I�9�?�UQP���*+��"!$#&��+-�*�0�

!$+
�I������#%��!��%#&�U�Y���1!��0���%
���#%��+FA_^D+a!$�%���)(*!$��#%��+�#%�]������#%��!��`#&�
#&�c��!$g�#%�>#�k��*�R���-���0
-�i��� ���-��
���#��%#&��#%�*�:�$�`�������-��!*�)�����*A�¶�
�(?�
!7�0�E!����*�$×I(*!�+d�9�>�0�*�*+'!$�8�������0�)(*#�!��P(*���	�:�$�\�"!�#&��+��*�0�c�$�1������z����#%(*�5���u�0�)(*#�!��%#%�0� ��A
OP�������`�>#�,��)�W�9�`!$+>#�+)���������	��#�+�,5(*��+�+-�*(���#%��+>�9���UQ[�*�*+:m
+-��#%+-,

! ��!$��j����t�*Ä3
�#%��#%����#�
���!$+
�J�>#%+-#%�>#%k*#%+-,P�����W��+�2)�)AFTU��!$,�#%+-�h���
!G�
Q[�J,�#%2@�D��+��J�����%�;!G�\���1�*!�(E�]��+-�J�$�²�����C�-��!*�)�����P!�+
���
!L2@� ���-���
��
������-�*#&�`�"!L2@�$��#%���8,��)�3���J#%+/���-�5��!$��j����LAPTf�h��!$��j@���`(*�%�L!G���:v"#&�
�>#%,��3��+����LV`�9�*(L!$
-�0�6���-��,��)�3���/!G���H+����7��#%23#%�0#����%�Gw>�����*+I�����
!$�%���)(*!$��#%��+y#%�]��+�2)�34S�X���*��AyTz�J�����/��!$��j@�?�����)�*��+-�$��(*�%�L!$�LV\�����
����m
(�#���+-(��c���N���-� ��!$��j����W!�(*(*�$�E��#%+-,5���>| Ã$�9#%�W(*�%���0�*�&�>���*��!$���*�>���
��!Gg�#��1
-�£�*+323�34S�E!$��#%��A

6. ACKNOWLEDGMENTS���\QP��
������%#%j@� ���J���
!$+-j:O²�L�:ÎC#%�%�-�K�$�P��!$+3�c��#%�0(*
��0�0#%��+-�P!�+
�
��+-(*��
��E!�,�#%+-,:(*���>�>�*+)���*At���DQP��
-����!��%�0�c�%#%j@�C���5���
!$+-j�¶)���*2@�*+
¾��E!��>�*V@Â5!$��!����@!$#%+²V ¼ !G23#��:¶3�-�>�L���*VGÌC# x0!*�8ÌW!�k*#&�E!�+�#�!�+
� � ���04
�-!$�E�d�=�)�*,�#%+-,��?�:�K�$��
-�0���X
-� ��#%�0(*
��0�0#%��+-�:!�+
�'�9��#%+)�������8���H�����
�%#&�����E!G��
�����A

7. REFERENCES|%�?�5^8A�^`��j�!�+FV � A ¼ �*��!�+�,���V�!�+-� ¼ A � !$����A
B
!$#&�C!$�%���)(*!$��#%��+6�$�
#%+
��#�23#%�0#%�-�%�R,��)�3���C!$+
�7(?��#%���?��#;!:�$�
x	
��	��#%(*��A
	qm�¤ © ¤$¥�È « ¬E§Am ª VÆ�¸3�%�L·@{W���-�L·3��¸�V��L¸�¸���A

| {L�R�1A-^D�%��+²V�
cA�^DkL!G�LV � A��=�)��,�#%+-,����LV9!$+
�/OCA�
P!���#��FA
^D�������Lg�#%��!$��#%��+��0(?���*�>�*�\�K�$�`�0(?���L��
���#%+�,:��+/�-!$�E!$���%�*�
��!�(E�-#%+��*�*A��3¤Wn�¬ ©9ª�­ ¤	Ë @ m ° È�iWn ­ § ©3¯ V9¸�Í�� Æ�Æ��3Ã�Ã�Ve�L¸�¸�Í3A

| �G�1 DA
¾P!$k*,@!$+²V5�.A
¶�!$+)���
!�V�!$+
���uA
O²
-kL!3A
´@a>(*#%�*+)�
!��-�����Lg�#%��!G��#���+/!$��,�����#&���-�>�\�X���`���-�J�0
��-�0���04f�0
-� ���������%�*�/A
TU+#�$¢ ® 59?PV��
!$,��*�C��Í�ÏG4%��¸�Ã�Vu�*¸�¸�Í3A| Ç$�1¶NA���A
¾��E!��>�`!�+-�7^8A ¼ A-Ou!*���%���LA+h ª §K¬��J§ É §K±�§S¤ ©K} Ë?¬0¤$¥¢ ª�� È�¢@n «"« § ©)¯�« ¤��J§K±Aj�n « È�� È?±?¤ ­ n « §S¤ © A9 P!��1����#&�K,��½C+-#%2@�?���0#%�z�������*�0�*VF�L¸�¸�Ã�A

| ÆL�8´ A � A9 [�$×N��!�+6!$+
� �.A
^5A�,²!�+-,��	����+FA
^��9�?�0�K������!$+-(*�
,�

!G�E!�+)���*�J�X���`���-�J,$���*�L�����0���04f�-!$�0��#&��#%��+-#%+�,�!��%,��$��#%�����/A
® m «fª � © Ë*¤�¬E¥ ª$« §Am ª VN{)��� Ç@·�¸��)Ç��GÆ)Ve�L¸�Í$Ç�A| ÃG���1A ¼ �*+�,�V
 DA
Î1A��e!$�
!���#%�>#%�0��#%��
²V-!�+
�I�.A9¶�!$�X�E!3ANÅC+����-�
(*���>�����?g�#&�z�����h�LÄ)
-#%�%#%����#�!�A�TU+ ®`©-© n ª�­ @-Ê ¥9j�¤$±E§ n�¥l¤ ©
" ° È0¤�¬ Ê ¤	Ë:¢�¤�¥Cj�n « § ©3¯ V��
!$,��*�DÃ@Ï���Ï)��VF{$·�·@{)A| ÏL�8¾DA�,hA ¼ �*
-�?���>���)���LV ¼ A�Â:A�B���#%�*�0�*+FV
!$+
� �.A
^5A ,²!�+�,��	����+FA
¶�(E�-�L��
-�%#%+-,1���c��!$g�#%�>#�k��D���-�R�>#%+�#��1
-� �����)(*���0���`m
+-#%�0�
��#��>�C#�+7!c�c
��&��#������)(*�*�0�0�$�C�	���	���*�/A @ � ®�� �3¤�n3¬ ©
ª�­ ¤UË
®D­ ¯ È*¦�¬ ª §Am ª�© i��R§X±Qm�¬0È « È � È «X° ¤�i$±EVK���%�L¸�·��
�*¸�Ã3Ve�L¸�Í�{3A| ÍG� �.A ¼ !$�%�A� ^`,��%#%�]!$+
�]OCA9�uA�ÎC#%�%�SA��/!$g�#%�>#%+�4f�0�
!G���R!�+-�
�>#�+�#%��!$g34f�*+323�c#%+7�"!$#%�04z��#�23#%�0#%��+6�������-�%�*�>�*A �3¤�n3¬ ©9ª�­ ¤	Ë
�.ª�«X° È?¥ ª�« §Am ª�­N®`©
ª�­ Ê ±E§X± ª�© i ® j`j ­ §Am ª�« §S¤ © ±�VN{$·�·3�3A| ¸G� ¼ A
B����%���)A�³D���0��
���(��5!��%�%�)(L!$��#%��+H!$+
�������R�-
��-�%#%(J�0�*(����$�LA
! ª�­ È"	qmE¤ © ¤�¥1§Am�±�	P±E± ª�Ê ±�VNÏ)� Ç@Æ#�)¸�Í�Ve�*¸�Ã�Ï3A|&�L·G�5³8A^,�A � �E!��-!��/A-¾[��
�+
���`��+7�1
-�&��#%�����)(*�*�0�0#%+�,c��#%�>#�+�,
!�+-����!��%#%�*�*A @ � ®�� �3¤�n3¬ ©9ª�­ ¤	Ë ® j3j ­ §fÈ)i �Hª�«X° È?¥ ª$« §Am�±�V�GÏ3� Ç��LÃ��@Ç){$¸�Vh�L¸�Ã�¸�A

|&���?� ¼ A9¶9A�ÎC�)(E���-!�
��n!�+-� ¼ A-¾DA
¶��-�>�L���*A�½C�0#%+-,c��
-!��
!��-�����Lg�#%��!G��#���+/!$��,�����#&���-�>�\�X���D�0(?���L��
���#%+�,:�������-�%�*�>�*A
�3¤�n3¬ ©
ª�­ ¤	Ë «X° È ® ¢ � V��$Ç��%�*Ç�Ç�4��LÃ�{3Ve�*¸�Í@Ï)A|&�G{L�5Î1A3�ÚA ,²�*+��	�0�E!�A
Tz+)���*,���� ������,$�E!��>�>#%+-,8Q #%���/!1m-g��L�
+�
��c�9���P���e2�!$��#�!����%�*�*A �.ª$«X° p%$ j�È?¬�p&� È?±�p%V
Í3� ÆW��Í#��Æ$Ç�Í�V�L¸�Í���A

|&���G�'��A-Â:A ,²��+-�	�0�E!�V ¼ A-¾DA
¶��-�>�L���*V�!�+-�7´\A
Ou!G�E�����*A
^D�-�����Lg�#%��!G��#���+7!$�%,�����#&�����>�`�X���`�0(?���L��
��%#�+�,:
-+����*��!$���L�
�
!$�E!$�%�����t��!�(E�-#%+��*�*A �Hª�«X° È?¥ ª$« §Am ª�­ ?P¬0¤ ¯ ¬ ª ¥c¥1§ ©3¯ VÇ@Ã�� {�Æ�¸��3{�Ï)��Vh�L¸�¸�·�A

|&�*Ç$�5�1A��C#%��!�+/!�+
�]T?A-¶��*,�!��"A9OP���8 [���>�1
-+-#%(L!G��#%��+
���LÄ)
-#&���*�>�*+)���P�$�h�Qa>(*#%�*+)�D!��%�%�)(L!$��#%��+-�J!$+
���0
-�-�9�$�0��#%+-,
��#%+-�-!����²����#%(*�*�*A�TU+(��� �/® ¢ @ �7¤�¬ � ± ° ¤�jd¤ ©¢�¤�¥9j�n «fª�« §"¤ ©9ª�­ �E±�±�n-È?±R§ © � ª ¥�È#" ° È0¤�¬ Ê]ª�© i
� È)m °�ª�© §X±E¥)�8È?±E§ ¯�© V
{�·�·3��A|&�GÆL�1¶NA���A-³`���9�?�0���0��+6!$+
�7^5A ¼ A����*�-�FAh¢ ª�� È�¨E¢@n «"« § ©)¯
®D­ ¯ ¤�¬?§ «X° ¥c± } �CÈhË ª §K¬C§ Ë Ê ¤�nrm ª$© p
^DÂ_�u�?�������*V²�*¸�¸�Í�A

|&�LÃG�5Î1A-¶3���*#%+��
!�
��*A
OP���R�������-�%�*�n���t�"!�#&�C��#%23#%�0#���+²A
	Em�¤ © ¤�¥�È « ¬E§Am ª Vu�*Ã��%�L·3�*�
�*·�Ç�V��*¸�Ç�Í�A|&�GÏL�5Â:A
Ou!����*+3
���!1!$+
����A
OP�����>�0��+FA
OP���J�"!$#%�C!��%�%�)(L!G��#���+����
!�+/#%+
��#%2�#%�0#%�-�%�R,��)�3�7Q �-�*+]�>��+-�?�E!$�0��(*���>�9��+-��!$��#%��+-�`!$���
�9���0�0#%�-�%��A �.ª�«X° È?¥ ª�« §Am ª�­9@ ¤�m�§ ª�­�@ m�§fÈ © m?È?±�V9{�Æ�vf{�w?�%���GÏ��
���@{3V�L¸�¸���A

|&�LÍG�5Î1A�Ì[!G��#�!�+²A-´�Ä3
�#&�U�)V��*+32)��!�+
�]�Qa>(*#%�*+�(��)A �3¤�n3¬ ©
ª�­ ¤	Ë	Em�¤ © ¤�¥c§Am " ° È0¤�¬ Ê V
¸�� Ã3�#�3¸���Ve�L¸�Ï$Ç�A|&�L¸G�5Ì1A�Ì1A�Ì[!$k*#&�E!�+�#SA ® j`j
¬0¤�l�§K¥ ª�« §"¤ ©�®D­ ¯ ¤$¬?§ «X° ¥c±�A¶�����#%+�,����04fÌ�������!�,�V
{�·�·���A
| {�·G� � A����)�*,�#%+-,����LA9^��9���&��+-���>#;!$�F��#%�>�R!$�-�����Gg�#%��!$��#%��+

�0(?���*�>�C�K�$�`��!$g�#%�>#�k�#�+�,1�����J�>#%+-#%�c
�� ��!�(E�-#%+��
(*���>�����?��#���+]��#%�>��A+$ j�È?¬ ª$« §S¤ © ±"� È?±�È ª ¬)m ° 5uÈ «"« È?¬?±�V{�·��%��Ç@¸��-�GÆGÇ�Vh�L¸�¸@Ï3A


